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INTRODUCTION 
 
Les assemblages boulonnés sont sans aucun doute les systèmes de liaison les plus utilisés en 
mécanique [49]. Compte tenu de leur nombre et de leur importance dans la construction mécanique, 
ils représentent un enjeu économique certain. En effet, par exemple, on admet que dans la 
construction d’un avion, les assemblages par fixations mécaniques représentent, par les 
conséquences techniques qu’il induisent, le troisième poste après les moteurs et les équipements. Si 
on se réfère à la construction automobile, les assemblages auxquels on s’intéresse, sont ceux qui 
sont critiques pour la pérennité de la machine comme les fixations de tête de bielle (figure 0-1), les 
assemblages du bloc et de la culasse (figure 0-2) et les fixations des roues (figure 0-3). 
 
 
Figure 0-1 :  Fixations de tête de bielle 
 
 
Figure 0-2 :  Assemblage du bloc et de la culasse. 
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Fy  
Fz  
 
Figure 0-3 :  Fixations des roues 
 
Ce sont des assemblages fortement sollicités en fatigue, qui assurent la liaison des pièces 
essentielles d’un mécanisme ou d’une structure. Ils sont réalisés par des vis ou des boulons HR 
(haute résistance) qui ont la particularité d’admettre des valeurs de résistance à la rupture très 
élevées (Rm>1000 MPa) alors que leur résistance en fatigue est très faible (σa ≈ 50MPa). Ceci 
implique d’utiliser des modèles de calcul suffisamment précis pour évaluer avec une bonne 
précision la contrainte alternée dans la vis, lorsque les assemblages sont soumis à des efforts 
extérieurs d’intensité variable. 
Lorsque les chargements sont axiaux ou très faiblement excentrés, le modèle linéaire développé 
dans les règles VDI 2230 [52],[22] donne des résultats satisfaisants, lorsque les chargements sont 
très excentrés on doit utiliser le modèle non linéaire développé par GUILLOT [28]. Pour les cas 
plus complexes il est nécessaire d’avoir recours à des modélisations en éléments finis adaptées. 
Dans tous les cas ces modélisations impliquent la connaissance précise de la raideur du boulon et 
des pièces, ce qui n’est pas toujours facile à obtenir, lorsque la forme des pièces est compliquée ou 
dans le cas d’empilages de pièces de dimensions et de matériaux différents. 
Notre travail, présenté dans ce mémoire, a consisté à étudier à l’aide de modélisations en 
Eléments Finis et expérimentalement, les raideurs équivalentes des éléments constitutifs des 
assemblages en fonction de tous les paramètres définissant la conception et d’en tirer des modèles 
de calcul permettant une détermination précise et rapide de ces valeurs.  
Dans le chapitre I on montre tout d’abord que pour calculer avec une bonne précision des 
assemblages boulonnés précontraints, il est nécessaire de déterminer avec précision les raideurs 
équivalentes des pièces et des boulons. Cela est également vrai pour prévoir le serrage à l’angle ou 
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la mise en précontrainte par tendeur hydraulique. La connaissance des raideurs est également 
nécessaire pour créer des modèles E.F simplifiés. 
Une deuxième partie du chapitre est consacrée à une étude critique complète des principales 
méthodes de calcul des raideurs équivalentes qui ont été proposées jusqu’ici. L’analyse de ces 
travaux fait apparaître des différences importantes entre les formulations proposées et la nécessité 
de reprendre ces études avec les moyens modernes de simulation. 
Le chapitre II traite donc de la modélisation des raideurs équivalentes des boulons et des pièces 
assemblées. La première partie est consacrée à la présentation et à la justification des méthodes de 
détermination proposées, qui permettent de s’affranchir de la mesure des déplacements, principale 
source d’erreur constatée dans les travaux précédents. Deux méthodes sont proposées, l’une basée 
sur l’énergie potentielle de déformation élastique, facilement accessible avec les logiciels actuels 
d’éléments finis et l’autre à partir d’un double calcul ou d’une double mesure basée sur l’hypothèse 
que la souplesse est proportionnelle au module d’élasticité de la pièce considérée mais indépendante 
du module d’élasticité de la pièce associée. 
Puis les travaux réalisés pour déterminer les raideurs des boulons et des pièces cylindriques en 
fonction des différents paramètres sont présentés ainsi que les essais de vissage à l’angle permettant 
de valider les résultats des très nombreuses simulations réalisées. 
Des paramètres négligés jusqu’ici, comme les modules d’élasticité des pièces et des boulons sont 
pris en compte ainsi que des situations qui n’avaient jamais été étudiées, comme les assemblages 
par vis à tête fraisée. 
Enfin, ces travaux qui représentent une part importante de la thèse sont résumés sous forme d’une 
méthode pratique de calcul qui permet la détermination très précise des raideurs des boulons et des 
pièces cylindriques dans toutes les situations. 
Le chapitre III présente tout d’abord l’étude de la raideur équivalente des pièces prismatiques. Une 
méthode analytique, basée sur le découpage de la section en secteurs angulaires dont on calcule la 
raideur locale à partir des formulations établies précédemment est présentée. Elle permet d’obtenir 
la raideur axiale équivalente avec une très bonne précision et présente l’avantage d’être applicable à 
une pièce de forme quelconque. D’autre part un plan d’expériences, appliqué à des pièces 
prismatiques permet de fournir une expression simple pour calculer un diamètre de pièce 
cylindrique de même raideur ce qui présente l’avantage de permettre l’utilisation des formulations 
établies au chapitre II. La deuxième partie du chapitre est consacrée à la présentation d’une méthode 
originale permettant de calculer la raideur d’un empilage de deux pièces cylindriques de diamètres 
quelconques et de matériaux différents. 
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Enfin le chapitre IV est consacré à la présentation des différentes modélisations analytiques et 
numériques du système vis/écrou. Ce travail toujours basé sur la connaissance précise des raideurs, 
a pour objectif d’étudier les différentes modélisations simplifiées que l’on est susceptible de mettre 
en œuvre en modélisation des assemblages boulonnés en éléments finis : modélisation en 
assemblage continu, modélisation discrète de l’assemblage- vis écrou et calcul de la répartition des 
charges entre les filets, modélisation en flexion et création d’un super- élément boulon à deux 
nœuds et dix degrés de liberté intégrable dans un logiciel généraliste ou particulier. 
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CHAPITRE I : IMPORTANCE DES RAIDEURS EQUIVALENTES 
DANS LE DIMENSIONNEMENT ET LA MISE EN ŒUVRE DES 
ASSEMBLAGES BOULONNES PRECONTRAINTS 
 
I.1 INTRODUCTION 
 
La maîtrise des rigidités des différents éléments composant un assemblage boulonné est essentielle 
pour conduire une étude de dimensionnement efficace de celui-ci [3];[6];[7];[28],[61]. En effet, ces 
grandeurs caractérisent le comportement sous charge de ces liaisons, c’est à dire les déplacements 
mesurés sur l’axe du boulon en fonction des efforts extérieurs appliqués. 
La connaissance précise des valeurs des raideurs équivalentes de la vis, de l’écrou et des pièces 
assemblées se justifie dans au moins trois cas classiques de calcul : 
- le dimensionnement en fatigue d’un assemblage boulonné avec la détermination des contraintes 
alternées, 
- la modélisation du serrage à l’angle et du serrage par tendeur hydraulique, 
- le calcul des assemblages boulonnés soumis à des contraintes thermiques. 
Les calculs industriels sont généralement réalisés à partir des modèles proposés par la 
recommandation VDI 2230 de 1983 [52] qui sont également présentés dans la plupart des ouvrages 
spécialisés comme ceux de BIKFORD et NASSAR [14] ou de GUILLOT [28]. 
Le développement des éléments finis a permis de réaliser des travaux de modélisation plus précis. 
La plupart d’entre eux concernent un chargement axisymétrique de l’assemblage boulonné avec des 
pièces cylindriques de section circulaire. Cependant, les modèles proposés ne sont pas toujours 
suffisants pour traiter les trois cas précédents avec la précision nécessaire ce qui nous a amené à 
reconsidérer l’ensemble de ces modélisations. 
Un autre champ d’application récent lié à la connaissance précise des raideurs d’un assemblage 
boulonné concerne la modélisation en « éléments finis » du boulon et la recherche d’éléments 
équivalents permettant de modéliser convenablement son comportement avec un moindre coup de 
calcul. 
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I.2 LA NOTION DE RAIDEUR ET LE CALCUL EN FATIGUE DES ASSEMBLAGES 
BOULONNES PRECONTRAINTS 
Si l’on considère un assemblage modèle, précontraint par un effort Q suffisant pour qu’il n’y ait pas 
décollement des pièces et soumis à un chargement FE porté par l’axe du boulon et variable dans le 
temps tel que FE min <FE <FE max (figure I-1), la contrainte alternée introduite dans la vis vaut : 
s
E
pb
b
a A2
F
KK
K Δ⋅+γ=σ   I. 1 
Avec  γ = coefficient de forme ou d’introduction de charge [28] telle que 0<γ<1 
 Kb = raideur équivalente du boulon 
 Kp = raideur équivalente des pièces assemblées. 
 ΔFE = FE max - FE min 
 As = section résistante de la vis 
FE
FE
t 
FE 
FEΔ
FE max 
FE min 
 
Figure I-1 : Définition de l'assemblage soumis à une précharge Q et à un effort extérieur variable FE. 
 
Dans le cas de sollicitation en fatigue, la contrainte alternée admissible par les vis HR (à 106 cycles) 
vaut entre 40 et 50MPa suivant le diamètre de la vis. Dans tous les cas c’est une valeur très faible 
comparée à la valeur de contrainte statique admissible (de l’ordre de 1000MPa variable en fonction 
de la classe de qualité). 
On comprend donc très bien l’intérêt qu’il y a : 
• A précontraindre l’assemblage pour qu’il n’y ait pas de décollement et que le phénomène de 
"filtrage" existe. 
• A connaître avec une grande précision les valeurs des différents paramètres et notamment 
celles relatives aux raideurs Kb et Kp dont la détermination précise fait l’objet de ce travail. 
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On a considéré ici le cas théorique d’un assemblage chargé axialement à comportement linéaire. On 
montre que les raideurs ont la même importance pour des assemblages plus complexes à 
comportement non linéaire [1] et que la contrainte alternée dépend également de la valeur de la 
précharge [28],[13] (figure I-2). 
 
σa 
ΔFE
σa limite = 50MPa
Q1
2Q1
3Q1
 
Figure I-2 :  Variation de la contrainte alternée en fonction de la variation de l’effort extérieur ΔFE et de la 
précontrainte Q (Assemblage à chargement excentré). 
 
I.3 LES METHODES DE SERRAGE ET LE VISSAGE A L’ANGLE 
Comme nous venons de le montrer, la maîtrise de la précharge appliquée lors du serrage d’un 
boulon est essentielle pour garantir la qualité d’un assemblage. D’autre part, diminuer l’incertitude 
de serrage permet d’optimiser la liaison et par voie de conséquence d’obtenir des coûts de 
production plus faibles [16][17][20][28]. Actuellement, il existe dans l'industrie, essentiellement 
cinq techniques différentes de serrage contrôlé pour la boulonnerie : 
- le serrage avec couple contrôlé (clé dynamométrique à déclenchement), 
- le serrage avec angle contrôlé (cadran de mesure d’angle adaptable sur la clé ou contrôle 
électronique), 
- le serrage à la limite élastique (à contrôle simultané du couple et de l'angle), 
- le serrage par tendeur hydraulique (pompe et tendeur), 
- le serrage par rétreinte thermique des fûts dilatés (en usage pour des diamètres supérieurs à 100 
mm). 
Les visseuses modernes sont équipées de capteurs qui permettent de contrôler simultanément le 
couple et l’angle. 
L’intervention du coefficient de frottement dans le serrage au couple entraîne des résultats dispersés 
et peu fiables, ce qui a conduit au développement d’autres techniques. Nous montrons ici l’intérêt 
de ces autres techniques de serrage notamment le vissage à l’angle et la nécessité d’une 
connaissance plus fine des raideurs des différents éléments composant l’assemblage, afin de prévoir 
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avec une bonne précision le comportement de l’assemblage lors de la mise en précontrainte et de 
minimiser voir d’éliminer les essais. 
 
I.3.1 SERRAGE AU COUPLE 
C'est le moyen de serrage le plus couramment utilisé, car facile à mettre en œuvre. Il consiste à serrer 
l’écrou jusqu'à l'obtention d'un couple résistant donné. Le couple désiré est obtenu à l'aide d'une clé 
dynamométrique pour le serrage manuel. On installe un couple-mètre dans la chaîne de vissage pour 
le serrage automatique [28]. 
Le couple de serrage est évalué (pour les assemblages filetés ISO) par la relation couple-effort 
suivante : 
  )rμdμ0,583p(0,161QC mh2t ⋅+⋅⋅+⋅⋅=   I. 2 
Avec :  p: pas 
d2 : diamètre sur flanc 
Q : précharge 
µt : coefficient de frottement dans le filetage 
µh : coefficient de frottement sous tête 
rm : rayon moyen d’appui sous tête 
L'expression précédente met bien en évidence les trois composantes du couple de serrage :  
- 1er terme : couple utile qui permet la mise sous tension Q du boulon et assure le serrage des pièces 
assemblées, dans le cas d’une liaison parfaite (représente environ 10% du couple total appliqué). 
- 2ème terme : couple servant à vaincre le frottement des filets de l'écrou sur la vis (représente 
environ 40% du couple total appliqué). 
- 3ème terme  : couple servant à vaincre le frottement de l'écrou sur la rondelle ou les pièces 
assemblées (représente environ 50% du couple total appliqué) [17][18][19][28]. 
L’incertitude sur les valeurs des coefficients de frottement et l’incertitude sur le couple de serrage 
donné par la clé vont provoquer une dispersion sur la précontrainte estimée à ±25% pour une 
lubrification à la graisse et un serrage à la clé dynamométrique. Elle peut atteindre ± 40% lorsqu 'il 
n'y a pas de spécification précise sur la mise en œuvre . Toutefois, on peut améliorer ces résultats en 
utilisant des lubrifiants solides au niveau des filets (vernis, graisses au MOS2). Mais ces 
applications compliquent la mise en œuvre et augmentent fortement les coûts. Ces dispersions 
conduisent souvent à surdimensionner la vis, c'est à dire à choisir des classes de qualité élevées. 
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I.3.2 VISSAGE A LA LIMITE ELASTIQUE  
Cette méthode est séduisante car elle est simple et il semble bien qu'elle donne actuellement pour 
les applications industrielles la meilleure précision. Elle consiste à serrer les vis jusqu'à atteindre 
leur limite élastique apparente. Cette technique impose de mesurer en permanence le couple et 
l'angle de serrage et d’arrêter la rotation de l’écrou lorsqu'il n'y a plus proportionnalité entre ces 
deux paramètres (figure I-3). Les erreurs sont uniquement liées à la dispersion des valeurs de 
contraintes de torsion due à la variation du coefficient de frottement. Cette dispersion intervient 
faiblement, la contrainte τ étant toujours bien inférieure à la contrainte σ (une variation de 
coefficient de frottement de 25% n'induit qu'une erreur de 7%) [16][27][28][32]. 
 
Cmax 
Cmin 
couple 
O θ
Δθ 
ΔC 
θmaxθmin 
 66%de gradient 
 Fenêtre 
 de contrôle 
gradθC 
gradC 
 grad c 
O θ 
 I II  III 
 
Figure I-3 : Vissage à la limite d'élasticité: courbe couple - angle de rotation. 
 
Le principe de la méthode est simple : 
Dans la zone (I) de la courbe couple-angle (palpage élastique) le gradient est approximativement 
constant : C=K.θ donc grad θ C= cste 
Dans la zone (II) (zone plastique), il se produit un allongement avec faible variation d’effort, soit 
gradθ C ≈ 0. 
On arrête donc le serrage au moment où l'on détecte une diminution brutale de gradθC. Il suffit pour 
cela de mesurer en permanence le couple et l'angle, les visseuses actuellement commercialisées 
répondent à ces critères. Un capteur de couple et un capteur d'angle de rotation envoient les 
informations à un module électronique qui compare en permanence le couple et l'angle et déclenche 
l'arrêt de la broche dès qu'il n'y a plus proportionnalité. 
Chaque vis est serrée à sa limite d'élasticité propre, c'est à dire au maximum de ses possibilités, et 
cela indépendamment de son rendement ainsi que de toute programmation, ce qui évite de briser 
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une vis non conforme au montage. D’autre part, ces vis peuvent être réutilisées en toute sécurité 
sans risque de rupture. La précontrainte des vis est obtenue avec une précision de ± 8%. 
Cependant, l’utilisation d’une rondelle est proscrite car elle peut fausser la mesure du gradient car 
un glissement éventuel de celle-ci déclenche l'arrêt. 
Une autre limite de cette technique est le dépassement de la limite élastique dans le cas où des 
efforts en fonctionnement entraîneraient des allongements supplémentaires des vis, ce qui provoque 
une perte de précharge et un changement de comportement de l’assemblage (cas général non 
linéaire).  
 
I.3.3 SERRAGE PAR TENDEUR HYDRAULIQUE  
Cette technique consiste à appliquer sur la vis un effort de traction par l'intermédiaire d'un vérin 
annulaire (figureI-4). Une fois la vis tendue, l'écrou est accosté à la main ou en exerçant un léger 
couple de serrage. La pression dans le vérin est alors relâchée et l'effort hydraulique est transféré sur 
l'écrou par la vis et celui-ci vient alors serrer les pièces. Cette mise en précontrainte par traction de 
la vis et compression des pièces permet de supprimer les contraintes de torsion dans la vis. Le 
coefficient de frottement vis- écrou n’intervient donc plus dans la mise en place de la contrainte. Ce 
type de serrage est particulièrement bien adapté pour le serrage simultané de plusieurs vis en 
améliorant la vitesse et la qualité du serrage. L'inconvénient majeur de ce type d'appareil est son 
encombrement en diamètre qui impose un écartement entre deux vis successives bien plus 
important que dans le cas d'utilisation de visseuses. Il est également nécessaire de prévoir une 
hauteur de vis suffisante pour permettre l’accrochage du vérin et la transmission de l’effort de 
tension maximal. Enfin on ne peut installer comme précharge qu’une partie de l’effort axial 
maximal admissible par la vis [26][27][28]. 
La principale difficulté rencontrée lors de la mise en œuvre du serrage par tendeur hydraulique est 
la connaissance précise de l'effort de précharge installé dans la vis. 
En effet, la force hydraulique donnée par le vérin n'est pas égale à la force résiduelle installée dans 
l'assemblage, le problème donc revient à déterminer un rendement γ de l’opération défini par : 
i
f
F
F=γ  
Ff étant la force finale installée dans la vis et Fi la force hydraulique initiale, choisie égale à l’effort 
de tension maximal admissible par la vis. 
On démontre :  
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1
K
1
K
1
Fi
F
++++
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==γ   I. 3 
avec :  
K*pièce : raideur des pièces pendant le tensionnement hydraulique  
Ktête : raideur de la tête de la vis 
Kcylindre : raideur de la partie cylindrique de la vis  
Kfilet : raideur de la partie filetée de la vis non en prise 
Kpièce : raideur des pièces pendant le serrage 
Kécrou  : raideur de l'écrou qui allie la raideur du corps de l'écrou à la raideur de la partie de la 
vis en prise dans le corps de l'écrou 
γ varie entre 50% et 90% suivant la géométrie de l’assemblage. 
 
 
Figure I-4 : Trois phases de mise sous tension de l'assemblage. 
 
Nous pouvons conclure qu'une bonne connaissance des raideurs des pièces composant l’assemblage 
est indispensable à la détermination correcte de l’effort de serrage avec l’expression analytique (I.3). 
 
I.3.4 VISSAGE A L’ANGLE   
Dans ce procédé, on obtient la précontrainte dans la vis en tournant l'écrou d'un angle déterminé 
après avoir détecté la mise en contact des pièces de l’assemblage. 
Le serrage à l'angle s'effectue normalement en deux étapes consécutives : 
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- mise en contact des pièces par application d'un couple d'accostage Cs servant de seuil de comptage 
pour la mesure angulaire. Ce couple sert à positionner les pièces et à éliminer les défauts aux 
interfaces. 
- vissage avec un angle θ déterminé. 
La figure I-5 illustre la mise en précharge de l’assemblage et les trois zones caractérisant le vissage 
à l’angle. 
 
 
Q
C 
Qo
C
θ 
Qs 
 A 
θO CsCo 
B
(S.µ) µ
 
Figure I-5 :  Courbe donnant la précharge en fonction de l’angle de serrage 
 
OA : accostage des pièces avec un couple Cs faible  
AB : zone de proportionnalité effort/ angle 
BC : zone de déformation plastique 
La précharge Q s’exprime par l’expression suivante : 
T2t
pbmh2t
s
S)p161,0dµ583,0(
p
)SS(360rµdµ583,0p161,0
C
Q
⋅+⋅⋅++
θ+++=   I. 4 
dans laquelle on reconnaît les termes de l’expression du vissage au couple (I.2) et où l’on a : 
b
b K
1S =  = souplesse du boulon 
p
p K
1S =  = souplesse des pièces 
∑
= ⋅⋅π
⋅⋅π=
n
1i
4
bi
bi
T dG
l32180S  = souplesse de la vis en torsion [deg/N.mm] 
avec : lbi : longueur d’un tronçon de la vis 
dbi : diamètre d’un tronçon de la vis 
Chapitre I : Importance des raideurs équivalentes   
 
  13
G : module d’élasticité en torsion 
On montre facilement Annexe I que la précision du serrage dépend essentiellement de deux 
paramètres : 
- l’incertitude sur le couple d’accostage Cs
- l’incertitude sur l’angle θ (précision de l’outil de serrage) 
Pour des pièces avec une bonne qualité d’usinage des zones de contact, le couple d’accostage Cs 
peut être choisi suffisamment petit (Cs ~ 20% de Co). Alors la dispersion due aux coefficients de 
frottement intervient peu sur le résultat final et la précision obtenue est bien meilleure que celle 
obtenue par le vissage au couple. D’autre part, en utilisation industrielle, les souplesse des pièces et 
des vis d’un montage à un autre varient très peu. On a donc une très bonne répétabilité de 
l’opération de mise en précontrainte, ce qui fait de cette technique une des plus fiable. 
Inversement, la précision sur le calcul de θ dépend essentiellement de la précision avec laquelle on 
est capable d’évaluer Sb et Sp, ce qui est l’objet de ce travail de thèse. Dans le cas des grandes séries 
on est amené à préciser ce calcul par un étalonnage de la visseuse par une série de mesures au banc 
d’essais. 
 
I.4 LA MODELISATION EN ELEMENTS FINIS 
Lorsqu’on modélise en éléments finis un assemblage de structure comportant un grand nombre de 
boulons on est confronté à deux problèmes spécifiques : 
• Si l’on réalise une modélisation du boulon en éléments volumiques, comment représenter le 
filetage pour que le modèle reste simple et performant (Figure I-6). 
 
 
Figure I-6 :  Modélisation tridimensionnelle de l’ensemble vis écrou. 
 
• Si l’on réalise une modélisation du boulon spécifique, comment déterminer un "super- 
élément" à deux nœuds, de mêmes caractéristiques en rigidité que le boulon réel (Figure I-7). 
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Figure I-7 :  Modélisation d’une bride cylindrique en porte à faux. 
 
Dans le premier cas, on est amené pour des conditions de confort de modélisation et de rapidité de 
calcul, à remplacer le filetage en prise par une liaison continue et à calculer les caractéristiques du 
matériau qui donne la même rigidité en tension et en flexion que le filetage (matériau isotrope 
transverse). 
Dans le deuxième cas on détermine la matrice de rigidité d’un super- élément à deux nœuds et dix 
degrés de liberté de même rigidité que le boulon. Remarquons également que sur la figure I-7 la 
rigidité en compression des pièces dans la zone d’assemblage est modélisée par une barre de même 
rigidité que la rigidité locale des pièces. Les éléments plaque sont également des éléments finis 
performants dont les termes de la matrice de rigidité sont issus des formules des plaques [46]. 
On peut ainsi, dès l’instant où l’on est capable de déterminer avec précision les raideurs des 
éléments d’assemblage réaliser des modélisations simples et très efficaces pour créer des logiciels 
de calcul spécifiques (PEARL, BRIDES PF, BRIDUS). 
On peut également intégrer des super- éléments boulons 2D dans des modélisations 3D en reprenant 
les efforts par des éléments rigides (figure I-8). Cette approche qui correspond à une des évolutions 
actuelles de la modélisation des structures complexes fait l’objet du chapitre IV. 
 
3D
Elément 
boulon 
2D 
 
Figure I-8 :  Modélisation tridimensionnelle de la bride et bidimensionnelle du boulon. 
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I.5 BIBLIOGRAPHIE SUR LES MODELES DE CALCUL EXISTANTS 
I.5.1 RAIDEUR DU BOULON DANS LE CAS D’UN CHARGEMENT AXISYMETRIQUE 
La raideur du boulon a été l’objet de nombreuses études. Le modèle couramment utilisé, présenté 
sur la figure ci-dessous, est celui préconisé par GUILLOT [28]. Le calcul de la raideur s'appuie sur 
un modèle équivalent soumis à une tension uniforme. 
 
 
 0.8d 
0.8d 
 L0 
 L1 
 Lp 
 d 
 a- boulon 
 L0+0,4.d 
 L1+0,4d 
d
As
 A0
 b- modèle de calcul initial 
 l0+αtête.d
 αfileté.l1 
d 
 As 
 A0 
 c- modèle de calcul équivalent 
 αvis-écrou.d  EB 
 
Figure I-9 :  Modèle donnant les raideurs équivalentes sur un boulon 
 
Les raideurs des différents éléments composant le boulon sont ramenées à celles 
- d’un cylindre de section nominale A0 pour la tête de la vis et la partie non filetée de la vis 
- d’un cylindre de section résistante As pour la partie filetée, l’écrou et de la partie en prise de la vis  
On a donc :  
  ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +++=
S
1
0
0
BB A
d4,0l
A
d4,0l
E
1
K
1    I. 5 
avec : A0 : section de la tige de diamètre d 
 As : section équivalente de la partie filetée 
 EB : module d’élasticité du matériau. 
Cette première modélisation est facile à appliquer. Elle consiste à faire l’hypothèse que la tête de la 
vis ou l’écrou (quelle que soit leur longueur) interviennent comme une longueur supplémentaire 
égale à 0,4d [28]. Des modélisations plus récentes ont affiné l’importance de la tête et de l’ensemble 
vis- écrou à partir de deux coefficients α vis-ecrou et α tête (figure I-9 c). 
 
I.5.1.1 Raideur de la tête de la vis 
Dans le cas de la tête de la vis, on introduit alors des coefficients α tels que : 
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tête
0eq
Kd
AE
d
L
⋅
⋅==α     I. 6 
Les règles allemandes V.D.I. 2230 [52][53] proposent un coefficient correctif égal à 0,4 pour la tête 
de la vis. Une étude plus récente conduite par J. MASSOL [42] a permis d’introduire un coefficient 
αtête (figure I-9-c) qui est fonction du diamètre Dt du trou de passage de la vis.  
Il se place dans le cas d’une adhérence parfaite et ne prend pas en compte le glissement relatif de la 
tête de la vis sur la pièce assemblée. Les résultats concernent uniquement les valeurs normalisées de 
la hauteur de tête et du diamètre de tête. Il propose alors l’expression suivante pour αtête en fonction 
du diamètre de trou de passage de la vis : 
  
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−=α
2
tt
tête d
D
4
d
D
1,8895,4
2
1    I. 7 
Dt : diamètre de passage de la vis 
d   : diamètre nominal de la vis 
 
I.5.1.2 Raideur de l’écrou et de la partie en prise de la vis. 
Dans le cas de la détermination de la raideur de l’écrou et de la partie en prise de la vis, le 
coefficient α est défini à partir de la section résistante de la vis comme suit :  
   
ecrvis
Seq
ecrvis Kd
AE
d
L
−
− ⋅
⋅==α    I. 8 
avec :  
E : module d’élasticité de l’écrou 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +⋅π=
2
dd
4
A 32s : section résistante de la partie filetée. 
d : diamètre nominal de la vis 
d2 : diamètre sur flanc. 
d3 : diamètre du noyau de la vis. 
Kvis-ecr : raideur de l’écrou et de la partie en prise de la vis. 
 
FUFUOKA [23] en utilisant une modélisation « éléments finis », trouve une valeur de αvis-écrou 
comprise entre 1,05 pour un coefficient de frottement égal à 0 et 0,65 pour un coefficient de 
frottement égal à 0,4. Les courbes αvis-écrou = f(µ) qu’il obtient sont quasiment linéaires. Il préconise 
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alors une valeur moyenne du coefficient correcteur αvis-écrou égale à 0,85, ce qui correspond aux 
valeurs obtenues pour un coefficient de frottement proche de 0,15. 
Dans une publication plus récente, GUILLOT [29] propose pour tenir compte de la raideur plus 
faible de l’écrou d’ajouter à la longueur filetée utile une longueur de 1,1d au lieu de 0,4d. Etant 
données les définitions précédentes, cela correspond à une valeur de αvis-écrou=1,1. Cette valeur est 
sensiblement plus importante que la valeur moyenne proposée par FUFUOKA (0,85). 
 
La norme allemande VDI [52] propose de distinguer la rigidité Kv de la partie de la vis contenue 
dans l’écrou et la rigidité Ke de l’écrou lui-même et propose : 
   
d5,0
AE
K 3dvisvis ⋅
⋅=     I. 9 
ce qui correspond à une valeur αvis=0,5 
    
d4,0
AE
K 0écrécr ⋅
⋅=    I. 10 
ce qui correspond à une valeur αécrou=0,4 
Evis et Eecr : modules d’Young de la vis et de l’écrou. 
d : diamètre nominal de la vis. 
Ad3 : section de la vis en pied de filet. 
A0 : section nominale de la vis. 
Cette proposition a l’avantage de permettre de calculer la raideur d’un assemblage vis écrou 
comportant deux matériaux différents, ce que ne permettaient pas les propositions précédentes. 
Pour deux matériaux identiques on obtient : 
   
2
s
2
3
s
écrvis d
d
4,0
d
d
5,0 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛⋅+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛⋅=α −    I. 11 
Pour un filetage ISO, le calcul donne alors :   αvis-ecrou  = 0,85 
On retrouve une valeur identique à la valeur moyenne proposée par FUFUOKA [23]. Cette valeur 
est donnée indépendamment du coefficient de frottement et de la géométrie des différentes pièces 
de l’assemblage. 
Enfin, SAWA et MARUYAMA [48] , par une étude théorique d’élasticité tridimensionnelle et par 
des essais réels, proposent  αvis-ecrou  égal à 0,7. 
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I.5.2 RAIDEUR DES PIECES ASSEMBLEES 
De nombreux travaux ont été consacrés à l’étude de la raideur équivalente des pièces assemblées. 
La plupart sont basés sur la notion de cône de déformation de même raideur que celle des pièces 
[37][54]. Cette description permet par une approche purement géométrique le traitement des 
empilages de pièces de diamètres différents. Toutefois, cela oblige à introduire l’angle du cône 
comme un paramètre géométrique supplémentaire, qui est lié par des relations empiriques diverses 
aux différentes caractéristiques de l’assemblage [35][39][40]. Ils considèrent tous les pièces 
cylindriques et utilisent soit des essais soit des simulations en éléments finis. 
Comme nous le verrons dans le chapitre II la grande difficulté est de "mesurer" le déplacement sur 
l’axe du boulon induit par le chargement. Pour cela WILEMAN et all [57] utilisent une rondelle 
indéformable simulant l’action de la tête du boulon sur la pièce ce qui, comme l’ont montré 
différents auteurs GUILLOT [29], MASSOL [42], ZADOKS [58] ne correspond pas à la réalité et 
entraîne des résultats erronés. LEHNHOFF et all [36][37][38] proposent une modélisation mieux 
adaptée et tiennent compte de la déformation de la tête et de la pièce dans la zone de contact en 
calculant un déplacement équivalent en faisant la moyenne des déplacements des nœuds en contact.  
Seul MASSOL [42] a effectué des mesures pour valider sa modélisation. Celles-ci, compte tenu de 
la difficulté à caractériser la variation de longueur des pièces mesurées sur l’axe de l’assemblage 
donnent des résultats médiocres. 
 
I.5.2.1 Modèle de WILEMAN (1991) 
WILEMAN [57] a calculé la rigidité des pièces assemblées par éléments finis. Il a utilisé deux 
hypothèses principales : l’assemblage est parfaitement axisymétrique, les deux parties assemblées 
sont de même matériau, et il n’y a pas de glissement entre les pièces serrées au plan de joint (figure 
I-10). 
Maillage Isocontrainte de compression 
 
Figure I-10 : Modélisation de WILEMAN 
Chapitre I : Importance des raideurs équivalentes   
 
  19
Cette dernière hypothèse l’amène à faire une première erreur, il bloque les nœuds au plan de joint, 
ce qui interdit tout décollement à l’interface. Il commet une deuxième erreur en remplaçant la tête 
de la vis par une rondelle infiniment rigide qu’il charge en compression. 
Si cette modélisation a l’avantage de permettre une définition simple de la compression 
(déplacement d’un plan de la rondelle), elle ne correspond pas au chargement réel (figure II-10). 
Pour calculer la raideur Kp il propose la formulation suivante : 
   
)
L
d(62914,0
p
p pe789525,0
dE
K ⋅=⋅   I. 12 
Cette formulation ne doit pas être utilisée car elle est issue d’une modélisation contestable et elle 
ignore deux paramètres essentiels que sont le diamètre de la zone de contact (dimension de la tête) 
et le diamètre des pièces.  
 
I.5.2.2 Modèle de N’GUYEN (1989) 
N’GUYEN [43] a calculé la rigidité des pièces assemblées à l’aide d’une modélisation par éléments 
finis en étudiant un grand nombre de configurations. Il a fait varier le diamètre du boulon entre 4 
mm et 30 mm, le rapport Dp/Da entre 1,25 et 5, enfin le rapport Lp/d entre 1 et 10. 
Dans son étude, N’GUYEN [43] fait l’hypothèse que la tête de la vis est beaucoup plus rigide que 
les pièces assemblées et introduit une pression de contact uniforme. Cette hypothèse ne correspond 
pas à la réalité où l’on trouve une pointe importante de contrainte au bord du trou. 
Dp 
Lp/2
Da 
Dt 
 
Figure I-11 : Modélisation en éléments finis proposée par N’GUYEN. 
 
La raideur des deux pièces assemblées est déduite du déplacement axial de la zone comprimée sous- 
tête mesurée sur le bord du trou et s’exprime par la formule suivante : 
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⋅+⋅−⋅+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⋅π⋅=  I. 13 
Le choix de mesurer le déplacement au bord du trou n’a aucune justification sérieuse si ce n’est la 
facilité de mesure. 
 
I.5.2.3 Modèle VDI 2230 (1986) 
Ce modèle a été mis au point expérimentalement et la figure I-12 définit le montage d’essai utilisé. 
Une première expression a été donnée en 1977 puis modifiée en 1983. L’ensemble des travaux qui a 
amené à cette dernière expression est décrit dans [52]. L’introduction de l’effort est effectuée sur 
une machine de compression par l’intermédiaire d’un poinçon en acier très dur supposé 
indéformable. La mesure du déplacement est réalisée avec un capteur inductif monté dans l’axe du 
trou de la pièce. La mesure de l’effort et du déplacement est facile mais le poinçon comprimé est 
très loin de se comporter comme la tête d’une vis tendue. 
 
Figure I-12 : Montage d’essai pour l’établissement de la norme VDI 2230 de 1983. 
 
Ce modèle a donc les mêmes défauts que les deux précédents. Par contre l’ensemble des paramètres 
définissant l’assemblage est pris en compte, et à partir de l’hypothèse que la raideur est inversement 
proportionnelle au module d’élasticité on peut l’exprimer comme la raideur d’une pièce de même 
longueur et de même module d’élasticité que la pièce réelle et de section équivalente Ap chargée 
uniformément (figure I-12). On a donc : 
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1p
p
1p1p L
A
EK =   
2p
p
2p2p L
A
EK =    I. 14 
 
 Lp 
 dt
 Da
 Lp1 
 Lp2 
Ep1 
Ep2 
 Dp 
Ep2
Ep1
lp2 
lp1 
Ap 
a- définition des pièces assemblées
b- modèle équivalent de 
même raideur 
 
Figure I-13 : Définition du modèle équivalent. 
 
Comme nous le verrons au chapitre II, cette hypothèse à la base d’une des méthodes de 
détermination des raideurs que nous utilisons n’est pas tout à fait vérifiée et entraîne une légère 
erreur. 
Ces travaux qui se sont déroulés sur une dizaine d’années ont donné lieu à plusieurs formulations 
VDI 2230 1977, 1983, 1986 [52][53]. Cette dernière formulation est souvent celle donnée par les 
manuels spécialisés et a servi à de très nombreux calculs industriels bien que, compte tenu des 
hypothèses, elle peut paraître douteuse. Elle se présente sous la forme suivante : 
1° cas : Dp ≤ Da  ( )2t2ap DD4A −⋅π=  
2° cas : Da ≤ Dp≤ Da + Lp  
( ) ( ) ( )[ ]11xDDD
8
DD
4
A 2apa
2
t
2
ap −+⋅−⋅⋅π+−⋅π=   I. 15 
avec :  3 2
p
ap
D
DL
x
⋅=  
3° cas : Dp> Da + Lp, la raideur des pièces assemblées reste constante même pour des diamètres de 
pièce croissants. Le calcul de la section équivalente sera effectué en prenant Dp=Da+Lp dans 
l’équation précédente. 
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I.5.2.4 Modèle de RASMUSSEN 
Le modèle proposé par RASMUSSEN [44] pour calculer la rigidité équivalente des pièces 
assemblées est basé sur une étude en éléments finis (figure I-14). Bien que la discrétisation du 
modèle EF soit assez grossière, il prend en compte la déformation au contact, ce qui à notre avis, 
présente deux avantages : 
- il considère à la fois la pièce et la vis et est tout à fait représentatif de la réalité, même si 
les dimensions retenues pour la tête de vis (1,5 d) ne sont pas totalement conformes à la 
norme. 
- à partir d’un nombre suffisant de simulations couvrant un large domaine d’utilisation, 
l’auteur propose une seule formule de calcul à partir de paramètres géométriques 
adimensionnés par rapport au diamètre d’appui de la tête de la vis Da. 
-  
 
 
Figure I-14 :  Modèle E.F de RASMUSSEN 
Il pose donc : 
2
a
p*
p
a
*
a
*
a
p*
p
a
t*
t
a
p*
p D
A
A;
D
dd;
D
KK;
D
L
L;
D
D
D;
D
D
D ======  
 Lp
Dt
 Da
 Dp 
d
K 
 
Figure I-15 : Définition des paramètres de l’assemblage. 
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Les vis étudiées sont hexagonales standard (ISO) de diamètre nominal d (figure I-15). 
Le domaine étudié est large et défini par Dp* = 1 à 10 et Lp* = 0,5 à 10 et pour des boulons 6<d<30 
avec K* = 0,42  d* = 0,63  Dt* = 0,7 
Les résultats obtenus lui ont permis de proposer la formule analytique suivante : 
( ) ( ) ( ) ⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−⋅
−⋅++⋅⋅−⋅+−⋅π= − 2*
t
2*
p
2*
p
*
p12*
p
2*
t
*
p DD2
1L21L35,0
tan1D
2
1D1
4
A  I. 16 
Comme nous l’avons vu pour les précédents modèles, la difficulté consiste à caractériser le 
déplacement sous tête. A partir d’un calcul prenant en compte le déplacement axial relatif de chaque 
nœud du plan de contact, RASMUSSEN [44] calcule une pression moyenne et un déplacement 
moyen qui lui permettent de calculer la raideur équivalente et d’en déduire la section équivalente 
Ap. 
 
I.5.2.5 Modèle développé au LGMT (1994). 
La principale difficulté pour caractériser la rigidité des pièces assemblées est de mesurer leurs 
déformations.  
MASSOL [42] propose de ne pas dissocier le boulon et la pièce et de caractériser ainsi la raideur de 
l’ensemble, ce qui permet de faire abstraction de la déformation réelle à l’interface. Ainsi, on peut 
déduire la raideur de la pièce si l’on connaît avec précision la raideur du boulon.  
Pour s’affranchir de la raideur du boulon dont on ne maîtrise pas la valeur exacte, MASSOL utilise 
la technique de double simulation avec deux matériaux différents des pièces assemblées (voir 
chapitre II). Il obtient alors directement la raideur de la pièce. 
MASSOL a calculé toutes les sections équivalentes réduites des pièces : 2ap
*
p DAA =  en fonction 
des trois paramètres géométriques adimensionnels déjà utilisés par RASMUSSEN : 
at
*
t DDD =  ;          ap*p DDD =  ;          ap*p DLL =  
Le choix de Da comme paramètre privilégié se justifie par le fait que la norme le fixe sensiblement 
proportionnel au diamètre nominal et que c’est lui qui détermine la zone d’introduction des efforts 
dans la pièce. 
La plage explorée est définie par : 
71,0D62,0 *t ≤≤  ;    ;    5D1 *p ≤≤ 5,2L6,1 *p ≤≤
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Pour permettre les calculs analytiques, MASSOL a proposé une nouvelle formule donnant la section 
équivalente réduite, en modifiant la formule donnée par Rasmussen : 
( ) ( ) ( ) ⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−⋅
−⋅++⋅⋅−⋅+−⋅π= − 2*
t
2*
p
2*
p
*
p12*
p
2*
t
*
p DD04,2
1L21L35,0
tan1D61,0D1
4
A  I. 17 
Cette expression qui a été validée expérimentalement en mesurant les déplacements moyens sous 
tête donne de très bons résultats, dans le domaine étudié. 
Toutefois le remplacement du coefficient 0,5 par 0,61 dans le deuxième terme n’est pas judicieux. 
En effet lorsque Dp* = Dt* on doit avoir Ap* = 0 ce qui implique un coefficient de 0,5. 
 
I.5.2.6 Comparaison des différents modéles. 
La figure I-16 donne les valeurs de Ap* pour Dt* = 0,647 et Lp* = 3 obtenues avec les modèles les 
plus pertinents. 
VDI 2230 de 1983 
Rasmussen 
LGMT 
 
Figure I-16 :  Comparaison des différents modèles de calculs. 
 
On peut constater que si pour des pièces de diamètre telle que Dp* < 1,5 l’écart maxi n’excède pas 
10% pour des pièces de Dp* > 2,5 l’écart peut atteindre 80%. L’écart est également très grand pour 
des pièces courtes. 
 
I.5.2.7 Modèle VDI fevrier 2003 
Conscient de la médiocrité du modèle VDI 83, l’association des ingénieurs mécaniciens Allemands 
à piloté un grand nombre de travaux réalisés dans des laboratoires d’universités Allemandes et qui 
ont amenés à la publication de nouvelles recommandations VDI 2230 en 2003 [54]. Ces travaux ont 
été menés simultanément aux notres et la synthèse proposée est un ensemble cohérent qui permet de 
calculer la raideur de pièces cylindriques et des empilages de pièces cylindriques. 
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Elle reprend la vieille idée de ROTSCHER [47] qui consiste à assimiler la zone de compression de 
la pièce à un cône dans chaque section duquel la contrainte est uniforme. Il est alors facile de 
calculer la somme des déformations pour obtenir le déplacement total et de calculer la souplesse de 
l’assemblage. La différence avec ROTSCHER qui considérait un cône d’angle au sommet constant 
de 45° est qu’ici on considère un cône d’angle variable en fonction de la géométrie des pièces et du 
type de fixation (boulon ou vis) (figure I-17 et I-18). 
 
Dp 
Da 
L cône
L cylindreL p 
dt 
ϕ 
 
Figure I-17 : Assemblage vissé à boulon traversant avec un cône et un cylindre de déformation. 
 
Notons que MASSOL [42] avait proposé une approche de même nature pour traiter les empilages 
de pièces. 
    
 a) Cône de déformation équivalent b) Modèle de calcul
Lp
Lc
ϕ Cône 
Cylindre 
 
Figure I-18 : Assemblage serré par vis. 
 
La méthode utilise un paramètre W pour distinguer les deux types d’assemblage : 
W = 1 assemblages par boulons 
W = 2 assemblages par vis 
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Elle s’appuie sur le calcul de l’angle du cône déduit de simulations en éléments finis et exprimé en 
fonction des paramètres adimensionnels 
a
p*
p
a
p*
p D
D
Det
D
L
L ==  
Pour un assemblage par boulon : 
tan ϕ = 0,362 + 0,032 ln Lp*/2+0,153 ln Dp*
Pour un assemblage par vis : 
tan ϕ = 0,348 + 0,013 ln Lp*+0,193 ln Dp*
Une autre donnée de base de cette modélisation est la limitation de la dimension de la base du cône 
Dp limite =Da + W.Lp.tan(ϕ) 
Pour Dp ≥ Dp limite on va se trouver dans la situation décrite (figure I-18a), la zone de compression 
étant constituée de deux cônes équivalents. 
On a alors : 
  
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
+ϕ⋅⋅+⋅−
−ϕ⋅⋅+⋅+⋅
ϕ⋅⋅π⋅⋅=
)dtanLWD()dD(
)dtanLWD()dD(
ln2
tandEW
K
tpata
tpata
tp
p     I. 18 
Et quand on a: Da < Dp < Dp,limite
alors la zone de compression équivalente est constituée de cône(s) et de cylindre (figure I-17 et I-
18b) : 
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L’ensemble de la méthode est détaillé dans [54]. 
Son principal avantage est de donner une expression pouvant être appliquée à de nombreux cas de 
figures dans le cas d’un chargement symétrique, et notamment aux empilages de pièces. 
On peut identifier quelques inconvénients : 
- le résultat s’appuie sur l’hypothèse d’une répartition uniforme des contraintes sur la surface 
élémentaire. La forme de la répartition est, elle aussi, supposée connue avec une proportionnalité 
entre le diamètre extérieur de la zone et l’épaisseur de la pièce [54]. Nous nous éloignons de cette 
hypothèse dès que nous considérons des épaisseurs de pièces relativement faibles ainsi que des jeux 
radiaux importants. 
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- le calcul dépend de l’angle de la zone tronconique. La détermination de cet angle reste délicate car 
elle est basée sur une allure de répartition de contraintes axiales uniforme, ce qui n’est pas vraiment 
le cas dans la réalité [62]. 
- le calcul ne prend pas en compte les effets de bords qui apparaissent au voisinage de la tête de la 
vis (sensibles en particulier pour des épaisseurs de pièces faibles). 
- enfin, le problème des vis dans un trou taraudé est abordé très simplement et mérite une étude 
complémentaire. 
Néanmoins cette nouvelle proposition VDI nous parait très intéressante et donne de bons résultats. 
Elle est facile à pratiquer en calcul manuel, un peu plus compliquée à programmer à cause de la 
description géométrique de la zone équivalente comprimée. 
 
I.6 CONCLUSION  
Dans ce premier chapitre, nous avons d’abord montré la nécessité de disposer de modèles de calcul 
des raideurs des boulons et des pièces précis et fiables pour permettre : 
- de réaliser des calculs en fatigue de la vis, 
- de prévoir l’angle de rotation à appliquer (dans le cas du vissage à l’angle) pour installer une 
précontrainte précise dans l’assemblage, 
- de réaliser des modélisations en EF équivalentes plus simples en modélisant le filetage en 
assemblage continu où en créant un super-élément boulon à deux nœuds et dix degrés de 
liberté intégrable dans un modèle 3D de structure. 
Dans une deuxième partie nous avons présenté les principaux travaux de détermination des raideurs 
qui ont été réalisés. 
L’analyse de ceux-ci fait apparaître des différences notables entre les formulations proposées. Elles 
sont souvent dues au fait que seulement une partie des paramètres est prise en compte par les 
auteurs, mais aussi que les modélisations utilisées ne sont pas bien représentatives du comportement 
réel de l’assemblage. 
Il ressort de cette analyse, que le calcul des raideurs équivalentes des éléments constitutifs des 
assemblages boulonnés précontraints, mérite d’être repris et approfondi, de manière à disposer de 
modèles précis et fiables. 
 
 
 
Chapitre I : Importance des raideurs équivalentes   
 
  28
 
 
Chapitre II : Raideurs des différents éléments composants l’assemblage  
 
  29
CHAPITRE II : MODELISATION DES RAIDEURS DES 
BOULONS ET DES PIECES CYLINDRIQUES DE REVOLUTION 
II.1 JUSTIFICATION DES METHODES DE CALCUL UTILISEES 
II.1.1 DIFFICULTE DE CARACTERISER UNE RAIDEUR EQUIVALENTE. 
Les modèles couramment utilisés pour le calcul de raideur (chapitre I.4) s’appuient sur la notion de 
raideur équivalente que ce soit dans le cas du boulon ou dans le cas des pièces assemblées. 
La figure II-1 rappelle ci-dessous les différents éléments composant l’assemblage. 
 l'écrou et les filets en prise de la vis
 la partie filetée de la vis 
 les pièces assemblées
 la partie cylindrique de la vis
 la tête de la vis 
 
Figure II-1 :  Décomposition d’un assemblage en parties fonctionnelles. 
 
On peut décomposer l’assemblage boulonné en quatre parties : 
- la vis (partie cylindrique et partie filetée), 
- la tête de la vis,  
- l’écrou et la partie en prise de la vis,  
- les pièces assemblées. 
 
0.8d 
0.8d 
L0 
L1 
Lp 
d 
a- boulon 
 L0+αtêted d
 As 
A0
c- modèle de calcul proposé 
 α fileté.L1+αvis-écrou.d 
L0+0,4.d 
L1+0,4d 
d
As
A0
 b- modèle de calcul initial 
 
Figure II-2 :  Nouveau modèle de calcul analytique. 
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Dans le cas du boulon, le modèle utilisé s’appuie sur le calcul de coefficients correcteurs comme le 
montre la figure II-2 qui permettent de passer du boulon réel à un modèle de calcul simple (figure 
II-2 c) qui, chargé de manière uniforme à ses extrémités, a la même raideur axiale que le boulon 
installé dans l’assemblage. Ces longueurs équivalentes déjà présentées dans le chapitre I-4 
dépendent d’un grand nombre de paramètres qui, lorsqu’ils ont été ignorés, donnent des résultats 
parfois contestables. Aussi, nous nous proposons de déterminer avec plus de précision les 
coefficients correcteurs αtête, αfiletée, αvis-écrou en fonction des paramètres influents de l’assemblage : 
coefficients de frottement, paramètres géométriques. 
Comme nous l’avons vu, dans les calculs, on assimile chaque pièce à un ressort équivalent, dont il 
est facile de calculer les déplacements sous charge dès l’instant où l’on peut considérer sa raideur 
comme constante. Si cette méthode semble  « évidente » lorsque l’on traite des assemblages chargés 
axialement, elle devient discutable dans les cas réels. 
Pour ce qui concerne la détermination de ces raideurs, si l’on veut éviter d’être conduit à faire des 
hypothèses fausses sur la répartition des efforts où des déplacements à l’interface pièce/boulon, il 
convient dans les simulations, comme pour les mesures, de considérer comme un tout l’ensemble 
pièce-vis chargé axialement (figure II-3). 
 Lp
 d 
Dt 
a- Modèle de simulation 
F,δ F 
δ 
Vis  
(KB) 
Pièce  
(Kp) 
b- Modèle équivalent de calcul 
 
Figure II-3 : Equivalence de raideur 
 
Il est alors très facile de déterminer la raideur totale de l’assemblage δ=
FK T  
Et si on exprime les souplesses (inverse des raideurs) 
F
SSS pBT
δ=+=  
Dans cette configuration il est très facile de mesurer δ et F et de déterminer avec précision ST. 
La difficulté commence lorsqu’on veut séparer SB de Sp car il faudrait mesurer les déplacements 
caractéristiques pour la pièce : δp et pour la vis : δB sur l’axe de la vis δ = δB + δp . 
Chapitre II : Raideurs des différents éléments composants l’assemblage  
 
  31
Comme nous allons le voir cela n’est pas possible sauf à faire (comme un très grand nombre 
d’auteurs [24][28][37]) des hypothèses très préjudiciables à la précision car les grandeurs mesurées 
sont très petites. 
Nous sommes alors confrontés à deux interrogations : 
1) KB et Kp peuvent elles être considérées comme dépendant linéairement des caractéristiques 
des matériaux de la vis et de la pièce ? 
2) Comment à partir d’une "expérience" comme celle définie figure (II-3 a) peut-on les 
séparer ? 
 
II.1.2 METHODES PROPOSEES PERMETTANT DE S’AFFRANCHIR DE LA MESURE 
DES DEPLACEMENTS δV ET δP 
Lorsqu’on regarde l’image de l’ensemble déformé sous chargement, figure (II-4), il semble évident 
qu’il est impossible de déterminer l’allongement de la vis δv ou le rétrécissement de la pièce δp qui 
seraient mesurés sur l’axe du trou et permettraient de calculer SB et Sp . La remarque serait la même 
si on examinait la répartition de la contrainte à l’interface. 
 
 
Figure II-4 :  Ensemble chargé : visualisation des déformations 
 
Nous proposons donc deux méthodes qui permettent de s’affranchir de toute hypothèse sur 
l’évolution des déplacements à l’interface et que nous allons examiner et comparer afin de justifier 
de leur bonne utilisation. 
 
II.1.2.1 METHODE DU DOUBLE CALCUL : 
Cette méthode déjà utilisée par MASSOL [42] pose une hypothèse admise par tout le monde et que 
nous avons systématiquement vérifiée : « Dans le domaine de chargement considéré (50 à 90% de 
Re), la raideur équivalente de l’ensemble KT peut être considérée comme indépendante de la 
charge ». 
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Autrement dit cte
F
ST =δ= (indépendante de F) ce qui, au regard de la figure (II-4), n’est pas 
évident. 
La méthode du double calcul nécessite d’étendre cette hypothèse à la raideur ou souplesse de 
chaque pièce : SB et Sp sont supposées rester indépendantes de F ce qui semble bien vérifié dans le 
domaine de chargement. 
Elle suppose également que la souplesse de chaque pièce est proportionnelle au module d’élasticité 
de celle-ci, ce qui est conforme aux hypothèses de l’élasticité mais également indépendante du 
module d’élasticité de la pièce associée. 
Nous montrons que cette dernière hypothèse n’est pas vérifiée dans l’absolu et que dans certains cas 
sensibles, elle peut entraîner des erreurs de l’ordre de 5%. 
Dès l’instant où l’on admet les hypothèses précédentes, le calcul est simple et basé sur le fait qu’on 
peut obtenir une deuxième relation permettant de séparer KB et Kp en réalisant une simulation avec 
une pièce de module d’élasticité différent. 
Principe : En conservant la même géométrie des pièces, le même boulon de module d’élasticité Eb 
et le même déplacement relatif imposé δ, on réalise deux simulations (où deux essais) : 
- avec une pièce de module Ep1. 
- avec une pièce de module Ep2 ≠ Ep1. 
 
Y
X
Y
Eb 
Ep1 
X
F1 F2 
δ 
Eb 
Ep2 
a) b) 
δ 
 
Figure II-5 :  Présentation de la méthode du double calcul 
 
F Acier 
Aluminium 
F1 
F2
θ 
θ 
 
Figure II-6 :  Effort axial en fonction de l’angle de serrage pour deux matériaux. 
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On a alors : (pour l’ensemble figure II-5) en nous plaçant dans la partie linéaire de la courbe 
donnant l’effort en fonction de l’angle de vissage (figure II-6).et pour le même déplacement δ 
  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +⋅=θΔπ⋅=δ pibi K
1
K
1F
2
p    II. 1 
1p
1
b
1
K
F
K
F +=δ   (pièce de module Ep1) 
2p
2
b
2
K
F
K
F +=δ  (pièce de module Ep2) 
En exprimant les raideurs équivalentes des pièces en fonction de la section équivalente Ap et de la 
longueur Lp tel que : 
p
p
1p1p L
A
EK =   et  
p
p
2p2p L
A
EK =  
on obtient facilement : 
- l’expression de la section équivalente 
   ( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−δ= 2p1p21
21p
p E
1
E
1
FF
FFL
A    II. 2 
- l’expression de la raideur du boulon de module Eb
   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−
δ= 2p11p2
1p2p21
B EFEF
EEFF
K    II. 3 
Pour cette méthode, seule la mesure de la somme des déplacements est nécessaire (ce qui est 
essentiel pour la vérification expérimentale). C’est là le principal avantage car les mesures de 
l’allongement du boulon et du raccourcissement de la pièce sont impossibles comme nous l’avons 
souligné précédemment. 
 
II.1.2.2 METHODE BASEE SUR L’ENERGIE POTENTIELLE ELASTIQUE : 
L’inconvénient majeur de la méthode précédente est la nécessité de deux simulations pour chaque 
cas de calcul. On peut, en simulation par « élément finis », imaginer une approche plus simple basée 
sur le principe de la conservation de l’énergie. En effet, les logiciels Eléments Finis modernes 
permettent de calculer l’énergie de déformation de chaque pièce avec une grande précision. 
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Si l’on admet que les rigidités apparentes de chaque pièce ne dépendent que de l’énergie de 
déformation générée par la sollicitation correspondante, on peut alors calculer les raideurs de 
chaque ressort équivalent de manière indépendante en écrivant que l’énergie potentielle élastique de 
chaque pièce correspond à celle emmagasinée par le ressort équivalent. 
Soit : 
L’énergie de déformation du boulon  2B
2
BB FS2
1K
2
1W
B
=δ=  
L’énergie de déformation de la pièce  2p
2
pp FS2
1K
2
1W
p
=δ=  
Avec F l’effort de chargement de l’ensemble. 
On détermine ainsi facilement : 
2
B
B F
W2
S =  et  2 pp F
W2
S =  
qui apparaissent dans ce calcul comme indépendants. Toutefois, on doit impérativement vérifier : 
F
SS pB
δ=+  
Soit  
FF
W2
F
W2
2
p
2
B δ=+  ou ( )
F
WW2 pB +=δ    II. 4 
Cette expression n’étant rien d’autre que l’expression de la conservation de l’énergie totale de la 
structure composée des trois parties : la pièce, la vis et l’écrou lorsqu’il n’y a pas d’énergie dissipée 
sous forme thermique et que le travail des actions de liaison intérieures est nul. 
    pB WWF2
1 +=δ    II. 5 
 
II.1.3 VALIDITE DES METHODES PROPOSEES : 
Nous allons examiner les deux méthodes proposées par rapport au respect du principe fondamental 
de conservation de l’énergie. 
 
II.1.3.1 RAPPEL : TRAVAIL DES FORCES APPLIQUEES A UN SYSTEME MATERIEL. 
Considérons un système matériel (S) (figureII-7) dans un état d’équilibre initial (0) et appliquons lui 
progressivement un ensemble de forces l’amenant à une position d’équilibre final (1). 
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Les forces extérieures appliquées et les actions de liaison, qui constituent un torseur nul, effectuent 
entre ces deux états un certain travail τ indépendant du repère choisi. 
 
(S) 
u1 
ui’ 
pi1 
di 
pi0 
Fi 
v’ 
vi 
d1 
p11 
p10 F1 
 
Figure II-7 :  Système matériel (S) dans un état d’équilibre 
 
D’après le principe de conservation de l’énergie, ce travail se retrouve intégralement en : 
• Une énergie potentielle élastique We emmagasinée par les différents solides constituant le 
système matériel (S). 
• Une énergie dissipée sous forme thermique Wth 
• Un travail effectué par les liaisons intérieures τl 
  ltheii WWvF2
1 τ++==τ ∑    II. 6 
 
II.1.3.2 CAS DES SIMULATIONS PAR E.F. 3D 
Compte tenu de la spécificité du domaine d’étude (structures élastiques) et des hypothèses sur les 
chargements (application progressive du chargement c'est-à-dire absence de dissipation d’énergie) 
Wth = 0.  
liaison avec 
l’environnement
F2 
Δ2
v2 
v1 
d1 
F1 
d2 2 
1 
liaison avec 
l’environnement 
x 
y 
z 
Δ1
 
Figure II-8 :  Structure quelconque chargées par les efforts  21 F,F
rr
 
Dans le cas d’un coefficient de frottement supposé nul ou dans le cas d’une adhérence totale, on 
admet que le travail des forces de liaisons intérieures τl = 0. 
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Dans ce cas, on peut écrire :   eii WvF2
1 =∑    II. 7 
Considérons maintenant le cas général d’une structure quelconque sollicitée par n efforts n1 F,.....,F
rr
 
(figure II-7) [25]. 
Pour les deux chargements successifs , on trouve dans les directions Δ21 FpuisF
rr
1 et Δ2 : 
v11 = α11×F1 ;  v12 = α12×F2 ;  v22 = α22×F2 ;  v21 = α21×F1 ;  α12 = α21
En généralisant, pour les deux chargements successifs  agissant seuls (i et j ji FpuisF
rr ∈[1,n] : 
vii = αii×Fi ;  vij = αij×Fj ;  vjj = αjj×Fj ;  vji = αji×Fi ;  αij = αji II. 8 
Où vij est la projection sur Δi du déplacement en (i) dû à l’application de l’effort  au point (j). jF
r
Les déplacements totaux suivant les directions Δi s’écrivent donc : 
v1= v11 + v12+ v13+….+ v1n= α11×F1+ α12×F2 +….+α1n×Fn
v2= v21 + v22+ v23+….+ v2n= α21×F1+ α22×F2 +….+α2n×Fn
……………………………………………………………… 
……………………………………………………………… 
vn= vn1 + vn2+ vn3+….+ vnn= αn1×F1+ αn2×F2 +….+αnn×Fn
 
Soit sous forme matricielle : 
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
•
⎥⎥
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⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
ααα
ααα
ααα
=
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
n
2
1
nn2n1n
n22221
n11211
n
2
1
F
....
F
F
...
............
...
...
v
....
v
v
    II. 9 
Où apparaît la matrice de souplesse carrée et symétrique [α](n×n) 
En considérant les déplacements totaux vi, le principe de conservation de l’énergie s’écrit :  
pot
n
2
1
T
n
2
1
E
v
....
v
v
F
....
F
F
2
1W =
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
•
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=       II. 10 
et la relation entre travail et souplesse : 
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pot
n
2
1
nn2n1n
n22221
n11211
T
n
2
1
E
F
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F
F
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............
...
...
F
....
F
F
2
1W =
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
•
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
ααα
ααα
ααα
•
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=    II. 11 
Il est intéressant de faire les trois remarques suivantes qui sont à la base de la résolution des 
problèmes formulés en éléments finis : 
• La relation (II. 10) associe un effort Fi à son degré de liberté vi. Dans le cas général, vi n’est 
pas le véritable déplacement du point i où est appliqué l’effort Fi mais la projection de ce 
déplacement suivant la direction Δi de l’effort Fi. 
• Il apparaît une double association : 
- association géométrique : même direction Δi pour le chargement Fi et son degré de liberté vi. 
- association énergétique : le travail développé résulte du produit des chargements par leurs degrés 
de liberté associés. 
• En conséquence, la ‘souplesse’ de la structure considérée, caractérisée par la matrice de 
souplesse, apparaît associée à un chargement particulier en deux points particuliers. 
Elle dépend étroitement des propriétés géométriques et du matériau de la structure, mais ne 
constitue pas une propriété intrinsèque de cette structure. En effet, si l’on modifie 
l’emplacement et le nombre des points (i) ainsi que la direction des efforts, on obtiendra une 
nouvelle matrice de souplesse associée. 
On peut considérer l’écriture des expressions (II.9), (II.10) et (II.11) sous les formes classiques 
suivantes : 
{d} = [α]·{F}     II. 12 
{F}T {F}T٠ ٠[α]٠{F}= Epot ; W=1/2٠ ٠{d}= Epot  II. 13 W=1/2
 
II.1.3.3 APPLICATION AUX DEUX CAS DE CALCUL PRESENTES 
D’après cette présentation générale, on peut souligner que les raideurs déterminées des pièces 
p
p S
1K =  et des boulons 
B
B S
1K =  sont des raideurs propres à un type de sollicitation et d’équilibre 
de la structure (boulon et pièce assemblée) et n’ont donc aucun caractère général. 
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On remarque également que la conservation de l’énergie sous la forme utilisée implique que le 
travail des forces intérieures soit nul. (Ici, les forces intérieures sont d’une part les forces de contact 
entre la tête de vis ou l’écrou et la pièce, d’autre part les forces de contact entre l’écrou et la vis) 
 
Examinons le cas d’une vis à tête fraisée : le cas est intéressant car, lorsque l’on applique une 
force de tension dans la tige de la vis, deux phénomènes physiques se combinent : l’allongement de 
la vis et la pénétration de la tête dans la pièce (du fait de la dilatation radiale de celle-ci). Le 
déplacement axial δ mesuré est alors la somme de ces deux quantités, dans ce cas non négligeables 
l’une par rapport à l’autre (figure II-9). 
p1v 
p2v p1p 
p2p 
δ1 p1v 
p1p 
p2p 
1
2
2
p2v 
δ 
F  
Figure II-9 :  Déformation de la vis à tête fraisée. 
 
Dans un premier temps, pour un coefficient de frottement nul, nous avons effectué des simulations 
en éléments finis pour trois cas de chargements (0,5Re ; 0,8Re  et Re ) avec des pièces en acier et en 
aluminium. L’objectif de ces essais est de vérifier la linéarité entre le déplacement appliqué sur la 
base de la vis et l’effort induit dans la tige de la vis (dans le cas où les matériaux des pièces 
assemblées sont différents). 
 
0 
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400000 
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δ
F 
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Figure II-10 :   Précharge en fonction du déplacement. 
 
Les courbes montrent cette linéarité, mais elles indiquent également une différence de pentes. On 
peut en déduire que la raideur équivalente de l’ensemble dépend de l’association des matériaux des 
pièces assemblées notamment des phénomènes de contact tête de la vis/pièces assemblées. 
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Nous calculons alors, la somme des souplesses pour chaque cas à partir de l’énergie de déformation 
(pièces en acier, pièces en aluminium), et nous comparons le résultat avec la souplesse de 
l’ensemble calculée classiquement en utilisant l’expression 
F
S δ= . 
Pour cela nous définissons les valeurs suivantes : 
Sbi : souplesse du boulon en acier associé à une pièce en acier (i=1), une pièce en aluminium (i=2), 
dans le cas de double calcul (i=3). 
Spi : souplesse de la pièce en acier (i=1) ou de la pièce en aluminium (i=2). 
Sp3i : souplesse de la pièce en acier (i=1) ou en aluminium (i=2) dans le cas du double calcul. 
Pour cela nous calculons les valeurs de sections équivalentes Ap et les écarts relatifs en % : 
   100
S
SSS pibi
si ×
−+=ε    II. 14  
εs caractérise la précision du calcul par l’énergie de déformation. 
 100
S
SS
3b
3bbi
bi ×
−=ε   100
S
SS
i3p
i3ppi
pi ×
−=ε   II. 15 
εb et εp  caractérisent la différence relative entre les deux méthodes 
L’écart relatif entre la somme des souplesses et le rapport δ/F reste très faible (de l’ordre de 0,3%) 
dans le cas de calcul à partir de l’énergie de déformation, et égal à zéro dans le cas du double calcul 
(car découlant de l’hypothèse qui conduit à écrire piB
i
SS
F
+=δ  expression (II.1)) (tableau II.1). 
Pour le calcul de la section équivalente des pièces assemblées, l’écart relatif maximum entre la 
méthode du double calcul et la méthode par l'énergie de déformation est de 4,5% pour µ=0. 
 
Cas δ=0,25 
µ=0 
Sb=1/Kb Sp1=1/Kp1 Sp2=1/Kp2 S=Sb+Spi S=δ/Fi εSi % Ap
  Pièce Acier 
i=1 
4,752E-07 1,423E-07 _____ 6,175E-07 6,156E-07 +0,3% 1234,2164 
Pièce Alu 
i=2 
4,958E-07 _____ 3,846E-07 8,804E-07 8,777E-07 +0,3% 1337,2974 
Double calcul 
i=3 
4,796E-07 1,359E-07 3,981E-07 _____ _____ 0 1291,8858 
ε% εb1 = -1% εb2 = +3,4% 
εp1 = +4,7% εp2 = -3,4% _____ _____ _____ _____ 
Tableau II.1 : Coefficient de frottement nul 
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Dans le cas d’un coefficient de frottement tête/pièce égal à 0,2, l’écart relatif maximal sur le calcul 
des souplesses à partir de l’énergie de déformation est de l’ordre de 5% (pièces en Aluminium), 
(tableau II.2). L’écart relatif entre les deux méthodes de calcul pour le calcul de la section 
équivalente des pièces assemblées augmente jusqu’à 14% (cas des pièces en Aluminium). 
 
Cas δ=0,25 
µ=0,2 
Sb=1/Kb Sp1=1/Kp1 Sp2=1/Kp2 S=Sb+Spi S=δ/Fi εSi % Ap
  Pièce Acier 
i=1 
4,44041E-07 1,13389E-07 _____ 5,57429E-07 5,77856E-07 -3,5 1548,74 
Pièce Alu 
i=2 
4,70002E-07 _____ 2,94402E-07 7,64404E-07 8,03673E-07 -4,88 1746,882 
Double calcul 
i=3 
4,608E-07 1,171E-07 3,429E-07 5,779E-07 _____ 0 1499,78 
ε% εb1 = -3,6% εb2 = +2% 
εp1 = +3,16% εp2 = 14,1% _____ _____ _____ _____ 
Tableau II.2 : Coefficient de frottement µ=0,2 
 
Cas d’une vis à tête H : pour les têtes hexagonales, le déplacement dû à la pénétration de la tête 
de vis dans la pièce assemblée est négligeable devant l’allongement de la vis. 
Pour un coefficient de frottement nul, l’écart relatif est très faible (de l’ordre de 0,15%) dans le cas 
du calcul à partir de l’énergie de déformation (tableau II.3). L’écart relatif entre les deux méthodes 
est de 4% maximum pour le boulon mais il atteint 13,5% pour la pièce (cas des pièces en Acier). 
Pour un coefficient de frottement µ=0,2, l’écart relatif reste inférieur à 2% dans le cas du calcul à 
partir de l’énergie de déformation (pièces en Aluminium) (tableau II.4). L’écart sur le calcul de la 
souplesse de la vis entre les deux méthodes est de 4%, et sur le calcul de la souplesse de la pièce est 
de 8,1% (cas des pièces en Acier). 
 
Cas δ=0,25 
µ=0 
Sb=1/Kb Sp1=1/Kp1 Sp2=1/Kp2 S=Sb+Spi S=δ/Fi εSi % Ap
  Pièce Acier 
i=1 
4,2431E-07 1,50123E-07 _____ 5,74433E-07 5,75351E-07 -0,16 1169,7743 
Pièce Alu 
i=2 
4,47923E-07 _____ 3,81436E-07 8,29359E-07 8,30547E-07 -0,14 1348,2871 
Double calcul 
i=3 
4,43027E-07 1,32324E-07 3,8752E-07 _____ _____ 0 1327,1203 
ε% εb1 = -4,2% εb2 = 1,1% 
εp1 = 13,54% εp2 = -1,56% _____ _____ _____ _____ 
Tableau II.3 : Coefficient de frottement µ=0 
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Cas δ=0,25 
µ=0,2 
Sb=1/Kb Sp1=1/Kp1 Sp2=1/Kp2 S=Sb+Spi S=δ/Fi εSi % Ap
  Pièce Acier 
i=1 
4,14953E-07 1,32984E-07 _____ 5,47937E-07 5,55569E-07 -1,37 1320,5323 
Pièce Alu 
i=2 
4,29581E-07 _____ 3,48009E-07 7,77589E-07 7,92769E-07 -1,91 1477,796 
Double calcul 
i=3 
4,32576E-07 1,22993E-07 3,60193E-07 _____ _____ 0 1427,804745
ε% εb1 = -4,1% εb2 = -0,7% 
εp1 = 8,12% εp2 = -3,4% _____ _____ _____ _____ 
Tableau II.4 : Coefficient de frottement µ=0,2 
 
Généralisation : Il nous semble intéressant de rappeler ce qui se passe dans la zone de contact 
avec frottement, entre deux solides élastiques S1 et S2 (figure II-11) et d’analyser le phénomène 
dans le cas des simulations avec le logiciel IDEAS. 
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E1 
E2 
E’1 
E’2 
D2 
df 
-df 
dS1 
dS2 
 
Figure II-11 : Définition du contact entre deux solides élastiques. 
 
Soient les deux corps en équilibre en contact suivant les zones (A1C1, A2C2) confondues. On 
applique lentement les efforts F1 et F2 au solide S1 et on obtient une nouvelle position d’équilibre. 
D’une façon tout à fait générale, dans la zone de contact entre deux solides élastiques du fait du 
frottement, on peut distinguer une zone d’adhérence (pts Di) et une zone de glissement (pts Ei). 
Si l’on note respectivement τ12 et τ21 le travail des forces de contact respectivement des actions de 
S1 sur S2 et des actions de S2 sur S1 on a : 
- dans la zone en adhérence (points Di) )dd(dddd sf12sf21
rrrr ⋅−−=τ−=⋅=τ  
et le travail global des actions de contact de cette zone est nul. 
-dans la zone de glissement (points Ei)  )EEd(dEEdd '22f12
'
11f21 ⋅−−=τ−≠⋅=τ
rr
 
Maintenant en considérant l’équilibre du solide S2 on a : 
     τ12 =W2   II.16-a 
Chapitre II : Raideurs des différents éléments composants l’assemblage  
 
  42
De la même manière en écrivant l’équilibre du solide S1 on a : 
      τ21 + τe =W1    II.16-b 
Entre les deux états considérés, nous avons noté W1 et W2 les variations respectives de l’énergie de 
déformation élastique des solides S1 et S2 et τe le travail des forces extérieures. Si maintenant, nous 
écrivons la conservation de l’énergie à l’ensemble des deux solides entre les deux états d’équilibre 
on a : 
    W1 + W2 + Wf = τe   II.16-c 
Avec Wf l’énergie dissipée par frottement dans la partie du contact où il y a glissement.  
Soit en combinant les expressions II-16-a, II-16-b et II-16-c : 
    τ21 + τ12 + Wf = 0   II. 16 
Pour un système considéré sans frottement, on a bien :  τ21 + τ12 = 0 
C’est à dire que le travail des forces intérieures de liaison est nul. 
On constate donc ici que la présence de frottement à deux conséquences : 
1- Elle modifie l’énergie de déformation élastique de chaque corps 
2- Elle induit une dissipation d’énergie dans les zones où il y a glissement (perte d’énergie 
mécanique transformée en chaleur). 
 
Du point de vue des simulations : si on se réfère à la gestion du contact par le logiciel I-DEAS 
[63], on note qu’il utilise la loi de Coulomb et qu’il traite le contact comme la recherche de la 
position d’équilibre par une méthode itérative de pénalisation basée sur une procédure de 
Lagrangien augmenté qui, si l’ordre de grandeur des facteurs de pénalisation est bien choisi, est 
réputée donner de très bons résultats. Par contre, le logiciel ne calcule pas l’énergie dissipée par 
frottement Wf comme le font d’autres logiciels (comme ABAQUS). Dans notre cas (figure II-9), on 
peut l’estimer comme étant la différence entre le travail des forces extérieurs que l’on peut calculer 
et la somme des énergies de déformation élastique des deux pièces. 
   )WW(F
2
1W vpf +−δ=    II. 17 
 
II.1.3.4 CONCLUSION 
Dans la méthode de simulation que nous avons utilisée, nous avons négligé l’énergie dissipée par 
frottement, ce qui revient à introduire une erreur faible sur le calcul des raideurs. 
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Les expérimentations réalisées sur des vis à tête H ont montré (Tableaux II-3, II-4) que l’évolution 
de la souplesse totale se faisait avec une erreur εs < 0,2% dans le cas d’un coefficient de frottement 
µ=0 et εs < 2% dans le cas d’un coefficient de frottement µ=0,2. Pour une vis à tête fraisée qui 
représente le cas le plus défavorable pour µ=0, εs < 0,3% et pour µ=0,2 on a εs < 5%. Ces variations 
sont dues à la précision avec laquelle sont calculées les énergies de déformation élastique par le 
logiciel, mais aussi dans le cas du frottement au fait que l’on néglige l’énergie dissipée. 
La zone de contact entre les deux solides élastiques et les déplacements des points de contact 
dépendent de la géométrie des surfaces en contact, des efforts appliqués et des caractéristiques des 
matériaux associés (modules d’élasticité E1 et E2 et coefficients de poisson). 
La méthode du double calcul implique, ce qui est couramment admis, que la raideur est une 
fonction linéaire du module d’élasticité. On calcule en effet un Ap indépendant de Ep et de Eb et des 
raideurs équivalentes indépendantes des deux modules. Cette méthode reste donc très approchée. 
Toutefois, les exemples montrent que pour les vis à tête cylindrique, les écarts restent convenables. 
Ils sont maximaux pour les vis à tête fraisée mais n’excèdent pas 11%. 
On constate bien ici comme il est difficile de réaliser un calcul très précis de ces raideurs ce qui 
explique en partie les dispersions importantes constatées sur les résultats de la bibliographie. 
 
 
II.2 MODELISATION EN ELEMENTS FINIS 3D 
II.2.1 CHOIX DU MODELE GEOMETRIQUE 
L’étude est basée sur un modèle en éléments finis réalisé sur le logiciel I-DEAS [63]. 
Le modèle de l'ensemble utilise un diamètre et un pas paramétrés pour la vis et pour l'écrou. Il a été 
créé en se référant à la norme ISO NFE 03.001/ISO 68 [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71]. 
 
Pièces assemblées
Vis
Ecrou
 
Figure II-12 :  Le modèle éléments finis pour la partie en prise de la vis et l’écrou 
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Le modèle étant symétrique, nous avons pu modéliser l’assemblage sur une portion 
angulaire (figure II-12). L’hypothèse que nous posons alors concerne l’absence d’influence 
de l’angle d’hélice sur les résultats. Cette hypothèse se justifie à partir d’études menées 
précédemment notamment par ZHAO [59].  
Nous testons alors l’influence de la grandeur de la portion angulaire. Les résultats 
concernent  une portion de trois degrés et une portion de six degrés avec le même maillage 
(Figure II-13), et le calcul des coefficients αvis, αécrou, αvis-écrous. 
 
 M16; portion de 3° 
0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1 
1,2 
0 0,1 0,2 0,3 0,4
µ
α 
α (écrou)
α (vis)
α (vis-écr)
 M16; portion de 6° 
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
0 0,1 0,2 0,3 0,4
µ
α
α (écrou)
α (vis)
α (vis-écr)
 
Figure II-13 :  Comparaison des résultats pour deux angles d’étude 
 
Nous constatons que les courbes obtenues pour les deux angles sont quasiment identiques. 
Nous utiliserons par la suite un modèle géométrique avec un angle de 3°, ce qui nous permet 
d’accélérer les calculs et la modélisation du problème en évitant de prendre en compte 
l’angle d’hélice. 
 
II.2.2 CHOIX DU MAILLAGE 
        Maillage libre           Maillage réglé 
3647 Éléments 1258 Éléments 
 
Figure II-14 :  Comparaison de deux types de maillage. 
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Deux types de maillage ont été testés pour la détermination du coefficient correcteur : un 
maillage libre avec des éléments solides à 10 nœuds, un maillage réglé avec des éléments 
solides à 8 nœuds. Le maillage réglé permet une meilleure répartition des éléments sur 
l’assemblage. Il possède par ailleurs l’avantage de permettre de comparer les différentes 
simulations.  
Nous avons donc choisi d’utiliser le maillage réglé, et pour chaque cas traité nous avons réalisé une 
étude sur la convergence des résultats pour choisir un nombre minimal d’éléments (figureII-15). 
 
2215000 
2415000 
2615000 
2815000 
3000 3400 3800 4200
N° Eléments
K 
K(écr)_M_R
K(vis)_M_R
 
Figure II-15 :  La convergence de la raideur de la vis et de l’écrou (cas du maillage réglé). 
 
II.2.3 CONDITIONS AUX LIMITES 
On fixe les conditions aux limites suivantes (Figure II-16). : 
 
z 
x 
y 
r θ 
 
Figure II-16 :  Conditions aux limites 
 
- Appui plan à la base de la pièce. 
- Un seul degré de liberté interdit (translation en θ perpendiculaire à la face) sur les deux faces 
radiales de la vis, de l’écrou et de la pièce. 
- Deux degrés de liberté interdits sur l’axe de la vis (translation en θ, r perpendiculaire à l’axe de 
la vis) 
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- La vis est chargée en appliquant une pression uniforme de 0,8Re sur sa base 
- Eléments de contact entre les surfaces de contact de la vis et de la pièce avec coefficient de 
frottement. 
 
II.2.4 TECHNIQUES DE RESOLUTION 
Soit on impose un déplacement suivant y (figure II-16) à tous les nœuds de la section de la 
vis, et on calcule l’effort F résultant sur tous les nœuds de la section de la vis, soit on 
applique une pression uniforme sur la base de la vis, et on calcule un déplacement moyen. 
Ftot=120.F : force axiale totale exercée sur la section de la vis (F est l’effort calculé sur une 
portion de 3°). δ : déplacement imposé ou déplacement moyen calculé. 
On relève l’énergie de déformation élastique, induite dans la partie considérée W, et 
l’énergie de déformation élastique totale W tot = 120. W. 
Puis on calcule la raideur : 
    
tot
2
tot
W2
F
K =     II. 18 
W _écrou 
 W_ vis en prise 
 
Figure II-17 :  Les régions sélectionnés. 
 
Les raideurs des différents composants sont alors calculées à partir de l’énergie de déformation 
totale de chacun. Ainsi, dans le cas de l’écrou et de la partie en prise de la vis (Figure II-17) : 
prisevis)tot(
2
tot
prisevis W2
F
K
−−
− =  
écrou)tot(
2
tot
écrou W2
F
K
−
=  
D’une manière plus générale on ne différenciera pas la vis de l’écrou et on calculera : 
écrouvis)tot(
2
tot
écrouvis W2
F
K
−−
− =  
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II.2.5 VALIDATION DE LA DETERMINATION DE LA RAIDEUR DE L’ECROU ET DE LA 
PARTIE EN PRISE DE LA VIS 
Il nous semble difficile de valider le modèle à partir d’expériences qui permettraient de mesurer 
directement la raideur de l’écrou et de la partie en prise de la vis. Nous avons donc caractérisé la 
précision donnée par l’énergie de déformation de chaque élément de l’assemblage en recherchant la 
précision sur l’énergie de déformation totale pour un coefficient de frottement égal à 0 (comme 
nous l’avons fait précédemment en (§ II.1.3.3) pour le cas d’un assemblage par vis à tête fraisée) 
Ici nous avons : 
   Stot=SB + SB vis-ecr +Sp    II. 19 
SB, SB vis-ecr et Sp correspondent aux souplesses respectives de la vis, de l’écrou et de la partie en prise 
de la vis, et de la pièce. Stot correspond à la souplesse totale de l’assemblage. 
On en déduit : 
  
F
W2
F
W2
F
W2
F
W2
2
p
2
ecrvis
2
B
2
tot
⋅+⋅+⋅=⋅ −   II. 20 
Donc pour chaque simulation, à coefficient de frottement égal à 0, nous devons vérifier l’égalité : 
  δ⋅⋅=++= − F2
1WWWW PecrvisBtot    II. 21 
L’écart relatif est alors donné par :   
δ⋅⋅
−δ⋅
=ε
F
2
1
WF
2
1
tot
   II. 22 
Pour l’ensemble des simulations effectuées à μ=0, l’écart relatif ne dépasse pas 0,7%. 
 
II.2.6 CONCLUSION 
Les modèles « éléments finis » utilisés nous permettent de traduire les phénomènes de contact 
notamment entre la vis et l’écrou ou la pièce taraudée. D’autre part, l’étude sur une portion 
angulaire conduit à des temps de calculs acceptables et nous permet d’affiner les zones de contact 
par le biais d’un maillage réglé. La méthode retenue, par relevé de l’énergie de déformation nous 
semble donc pertinente et efficace.  
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II.3 MODELISATION DES VIS ET DES BOULONS 
II.3.1 RAIDEUR DE LA PARTIE FILETEE DE LA VIS 
La raideur de la partie filetée de la vis (figure II-1) a déjà fait l’objet de nombreux travaux. On la 
caractérise classiquement par une section équivalente Aeq égale à la section résistante As [28][52]. 
L’objectif de notre étude est d’affiner la valeur de la raideur équivalente (Figure II-18) en 
introduisant un coefficient correcteur αfiletée qui permette au concepteur tout en gardant la section 
équivalente As définie par la norme, de corriger la longueur filetée L1 de manière à obtenir une 
valeur plus précise de la raideur [4]. 
 
 0,8.d 
0,65.d 
 L0 
 L1 
 Lp 
 L0+ αtêted 
 L1corrigé+αvis-éroud 
d 
d
 As 
Ao
 a- boulon  b- modéle de calcul 
 αfileté. L1 +αvis-éroud 
 ou 
 
Figure II-18 :  Modèle de calcul 
 
II.3.1.1 CALCUL DE LA SECTION EQUIVALENTE ET DU COEFFICIENT CORRECTEUR αFILETEE 
La section équivalente (Aeq) est définie par : 
   δ= .E
F.L
A toteq      II. 23 
avec :  δ : déplacement    Ftot : force axiale totale 
 L : longueur de la vis (partie filetée) Evis : module d’élasticité de la vis. 
On déduit alors :  
   
eq
s
filetée A
A=α      II. 24 
La longueur équivalente corrigée de la partie filetée de la vis s’exprime alors en fonction de 
la longueur réelle et du coefficient correcteur. En effet,  
corrigée
s
réelle
eq
L
A
L
A =  d’où :  réellefiletéecorrigée LαL ⋅=   II. 25 
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Par la méthode de l’énergie de déformation, nous obtenons les résultats donnés en fonction du 
nombre sans dimension p/d pour des vis à pas gros (figure II-19) et à pas fin (figure II-20). 
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Figure II-19 : Fonction commune de variation du coefficient As/Aeq en fonction du rapport p/d 
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Figure II-20 :  Fonction commune de variation du coefficient As/Aeq en fonction du rapport p/d 
 
Les valeurs obtenues sont très proches de 1 ce qui justifie l’utilisation classique de la section 
équivalente dans les calculs. Les écarts relatifs maximaux se situent autour de 4,5% et sont obtenus 
pour des valeurs importantes du rapport p/d. 
Nous observons des valeurs pratiquement identiques pour les trois matériaux étudiés quel que soit le 
type de pas.  
Enfin, l’évolution du rapport As/Aeq en fonction de p/d est quasiment linéaire dans les deux cas. 
L’analyse effectuée nous conduit à proposer une correction du modèle existant donnant les 
longueurs équivalentes du système vis/écrou dans le cas des vis à pas gros et à pas fin. 
Nous aurions pu choisir de corriger directement la valeur de la section résistante As sur le modèle, 
mais cela ne nous a pas semblé souhaitable car la section As est également la section résistante qui 
sert au calcul des contraintes dans la vis et qui servira également à caractériser la raideur de la partie 
vis /écrou. Nous avons préféré corriger la longueur L1qui n’intervient que dans ce calcul. 
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Le coefficient αfiletée permet alors d’affiner la longueur équivalente de la partie filetée de la vis dans 
le cas d’une vis à pas gros et à pas fin. 
Nous obtenons : 
Pour les vis à pas gros  :  αfiletée = 0,55.p/d + 0,95 
Pour les vis à pas fin  :  αfiletée = 0,6.p/d + 0,95 
Les deux formules empiriques étant pratiquement identiques, nous proposons donc une formulation 
valable pour tous les types de vis : 
   
d
p534,0956,0
A
A
α
eq
s
filetée +==   II. 26 
 A s /A éq 
As/Aéq  = 0,534*p/d + 0,956
0,98 
1 
1,02 
1,04 
1,06 
0,07 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 
p/d 
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Figure II-21 :  Résultat pour les deux types de vis 
 
 
II.3.2 RAIDEUR DE LA TETE DE LA VIS 
II.3.2.1 CAS DE LA TETE DE VIS H. 
Nous nous intéressons à la raideur de la tête de la vis (Figure II-1). Des études récentes menées 
notamment par MASSOL [42] ont permis d’affiner le coefficient correcteur donné par la 
recommandation VDI et fixé à 0,4 (§ I.5).  
 
Figure II-22 :  Maillage du modèle éléments finis 
 
L’objectif de cette étude est de vérifier la valeur de ce coefficient correcteur αtête calculé pour une 
section nominale A0 et éventuellement de le corriger en fonction des caractéristiques géométriques 
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de la tête de vis. Le modèle « éléments finis » utilisé (figure II-22) est toujours conforme à la norme 
ISO NF EN 20273 /ISO 273 [68]. La tête H est assimilée à un cylindre de diamètre Da  
La norme donne pour un diamètre normalisé plusieurs valeurs de diamètre de tête et de diamètre de 
trou (Tableau II.5). Nous nous limitons à des diamètres de tête égaux ou très proches de ceux 
donnés par la norme. La hauteur de tête elle aussi peut évoluer autour des valeurs normalisées mais 
dans des limites plus importantes. Enfin, les simulations sont faites pour plusieurs valeurs du jeu 
dans l’assemblage (diamètre du trou de passage de la vis). 
 
d (mm) 10 16 20 24 30
pas (mm) 1,5 2 2,5 3 3,5
a (mm) 17 24-27 30-32 36-41 46
h (mm) 7 10 13 15 19
φt ou (dt) 10,5-11-12 17-17,5-18,5 21-22-24 25-26-28 31-33-35
Tableau II.5: Grandeurs normalisées de la tête de la vis H et de trou de passage de la vis  
 
 h
d
 L 
 Da 
 
Figure II-23 :  Grandeurs de tête hexagonale 
 
Nous avons vu que, outre le matériau et le coefficient de frottement, 5 paramètres pouvaient influer 
de manière non négligeable sur la raideur de la tête de la vis. Ce sont : 
Da : diamètre de la tête, 
d : diamètre nominal de la vis, 
Dt : diamètre du trou de passage de la vis, 
Dp : diamètre de la pièce, 
h : hauteur de la tête de la vis. 
 
 Influence du diamètre des pièces assemblées Dp 
Les simulations ont été faites pour un diamètre normalisé M16, un jeu radial minimal, une hauteur 
de pièces assemblées Lp=40mm et un coefficient de frottement µ=0 (figure II-24). 
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Figure II-24 :  Variation du coefficient αtête en fonction du diamètre de la pièce assemblée Dp 
 
Nous observons la faible influence du diamètre des pièces assemblées. Les courbes obtenues 
tendent vers une asymptote horizontale et l’écart relatif entre la valeur limite et celle obtenue pour 
Dp=Da reste faible. 
Exemple d’une tête de vis avec d=16mm, dt=17mm, Lp=48mm, Da=24mm, h=10,4mm 
αtête(limite)=0,481 αtête(Dp=Da)=0,463 écart relatif : 3,7% 
 
Nous constatons également sur cet exemple un écart relativement important entre les résultats 
obtenus et ceux donnés par V.D.I. [52] et MASSOL [42]. 
Exemple d’une tête de vis avec d=16mm, dt=17mm, Lp=48mm, Da=24mm, h=10,4mm 
αtête=0,48 αtête(VDI)=0,4  αtête (MASSOL)=0,402 
Ces différences sont probablement dues à l’hypothèse d’adhérence parfaite prise par MASSOL et 
qui a tendance à minimiser le coefficient correcteur (raideur plus importante de la tête de la vis). 
Les résultats obtenus pour Dp<Da donneraient certainement des valeurs plus faibles pour αtête. Ce 
cas non réaliste n’a pas fait l’objet d’une étude plus approfondie. 
Pour la suite de l’étude, nous fixons une valeur du diamètre de la pièce assemblée telle que Dp=5Da. 
 
 Influence du diamètre de tête Da 
Pour chaque diamètre nominal de la vis, la norme donne un ou deux diamètres normalisés de tête 
(Tableau II-1) NF EN 20-225 [67]. Dans la réalité, le diamètre de tête est forcément limité par une 
borne inférieure et une borne supérieure. Ces limites ne sont pas modifiables. Nous avons donc fait 
évoluer le diamètre de tête à l’intérieur de ces limites pour mesurer son influence.  
La vis étudiée est une vis en acier de diamètre 20mm et de hauteur normalisée. 
Les résultats sont donnés pour deux coefficients de frottement sous tête : µ=0 et µ=0,2 (Figure II-
25). 
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 M20; Lp=60mm; dt=21mm
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Figure II-25 :  Coefficient correcteur αtête en fonction du diamètre de tête 
 
On constate peu d’évolution du coefficient correcteur en fonction du diamètre de tête. Sur 
l’exemple, pour un coefficient de frottement µ=0, αtête varie entre 0,485 et 0,5. L’écart relatif est 
alors égal à 3%. Cet écart augmente légèrement lorsque le coefficient de frottement augmente (8%). 
On peut signaler que l’on a toujours intérêt à choisir une vis de diamètre de tête plus grand si l’on 
veut augmenter la raideur équivalente de la pièce associée. Dans la suite de l’étude, on utilisera les 
valeurs normalisées pour le diamètre de tête. 
 
 Influence de la hauteur de tête h 
Pour chaque diamètre nominal de la vis, la norme donne également une hauteur normalisée de tête 
(Tableau II.5). Contrairement au diamètre de tête, nous sommes moins limités pour l’évolution de la 
hauteur de la tête de la vis. La vis étudiée est une vis en acier. Nous avons effectué des calculs pour 
différents diamètres normalisés (10, 16, 20, 24 et 30mm). Le rapport h/d, normalisé prend des 
valeurs comprises entre 0,65 et 0,7 suivant le diamètre de vis (Tableau II.5). 
Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous (Figure II-26) pour des valeurs de h/d comprises entre 
0,35 et 1, et des diamètres de trou fins. 
 
- Nous constatons une forte évolution du coefficient correcteur en fonction de la hauteur de tête. On 
comprend ainsi aisément la perte importante de rigidité de la vis lorsque la hauteur de tête devient 
petite (Figure II-27) . Cet écart est d’autant plus sensible que le diamètre nominal est petit. 
Exemple : Pour une tête de vis de diamètre 24 mm on obtient : 
αtête=0,6 pour un rapport h/d= 0,35 soit h= 8,4 mm 
αtête=0,45 pour un rapport h/d= 1 soit h= 24 mm 
pour une valeur normalisée de la hauteur de tête (h/d= 0,65), αtête=0,473 
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M10; Dp=85mm; Da=17mm
0,35
0,45
0,55
0,65
0,35 0,55 0,75 0,95
h/d
α tête
at ; Da=17
M16; Dp=120mm; Da=24mm
0,35
0,45
0,55
0,65
0,35 0,55 0,75 0,95
h/d
α tête
at ; Da=24
 
M24; Dp=180mm; Da=36mm
0,35
0,45
0,55
0,65
0,35 0,55 0,75 0,95
h/d
α tête
at ; Da=36
M30; Dp=230mm; Da=46mm
0,35
0,45
0,55
0,65
0,35 0,55 0,75 0,95
h/d
αtête
at ;  Da=46
 
Figure II-26 :  Coefficient correcteur α tête en fonction du rapport h/d. 
 
 
Figure II-27 :  Déformation pour deux hauteurs de têtes différentes  
 
- Nous remarquons que les courbes présentent une asymptote horizontale, ce qui indique que la 
raideur de la tête de la vis n’évolue presque plus à partir d’un certain rapport h/d proche de 1. 
Toutefois, ces cas nous intéressent peu car on cherche généralement à minimiser la raideur de la vis. 
Nous prendrons dans la suite de l’étude des valeurs normalisées de h (h/d=0,65).  
- Pour les valeurs normalisées du diamètre de tête de vis, nous obtenons des coefficients 
correcteurs situés entre 0,42 et 0,51. Ces coefficients sont relativement éloignés de ceux 
préconisés par la recommandation VDI (αtête=0,4). On constate qu’ils prennent des 
valeurs plus faibles lorsque le diamètre de tête Da augmente. 
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 Influence du trou de passage dt  
L’étude proposée par MASSOL [42] permet de mettre en évidence l’influence sensible de la 
dimension du trou de passage de la vis sur la raideur de la tête de la vis. La formule empirique 
proposée alors (chapitre I § 5.1) confirme cette influence. 
  ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+−=α
2
tt
tête d
d
4
d
d
1.8895.4
2
1    II. 27 
Pour chaque diamètre nominal de la vis, la norme donne trois diamètres normalisés de trou de 
passage de la vis correspondant à trois qualités (fine, moyenne et large) (Tableau II-5). Nous 
donnons ci-dessous les coefficients correcteurs αtête en fonction du jeu radial relatif dans le cas de 
vis en acier de diamètre nominal d=10mm et d=20mm pour un rapport h/d=0,65 et deux coefficients 
de frottement µ=0 et µ=0,2.(figures II-28 et II-29) 
Le rapport entre le diamètre de passage de la vis et le diamètre de la vis est un paramètre important. 
L’évolution du coefficient correcteur est en effet très sensible en particulier pour les hauteurs de la 
tête de vis faibles, d’où l’intérêt d’être très attentif à ce paramètre lors de la conception des 
assemblages filetés. 
Exemple : Pour une tête de vis de diamètre de 20 mm, h/d=0,65 et µ=0, on obtient : 
αtête=0,486 pour un rapport dt/d=1,05  (dt=21mm) 
αtête=0,666 pour un rapport dt/d=1,2  (dt=24mm) 
 
 M20 ; h/d=0,65 ; µ=0 ; acier/acier 
0,2
0,4
0,6
0,8
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(dt-d)/d
α tête
at
aMassol
z
 M20 ; h/d=0,65 ; µ=0,2 ; acier/acier
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(dt-d) / d
α tête 
at
aMassol
z
z = x + 0,42 z = x + 0,42 
 
Figure II-28 :  Coefficient correcteur αtête  en fonction du jeu radial relatif (dt-d)/d. 
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 M10 ; h/d=0,65 ; µ=0,2 
0,2
0,4
0,6
0,8
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(dt-d)/d
α tête
at
aMassol
z
 M10 ; h/d=0,65 ; µ=0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(dt-d)/d
α tête 
at
aMassol
z
z = x + 0,42
z = x + 0,42 
 
Figure II-29 :  Coefficient correcteur αtête en fonction du jeu radial relatif (dt-d)/d. 
 
Lorsque nous comparons les résultats obtenus avec la formule proposée par MASSOL, les écarts 
relatifs sont assez importants en particulier lorsque la différence entre le diamètre du trou et le 
diamètre de la vis est importante (figure II-28) d’où une surestimation de la rigidité de la tête de la 
vis. 
Exemple : Pour un rapport dt/d=1,05 (dt=21mm) et µ=0 : αtête(Massol)=0,4. L’écart relatif avec la 
valeur trouvée vaut environ 18%. Pour un rapport dt/d=1,2 (dt=24mm) et µ=0 : αtête(Massol)=0,4675. 
L’écart relatif avec la valeur trouvée vaut environ 29%. 
 
 Influence du coefficient de frottement sous tête  
Les courbes (figure II-30) donnent le coefficient correcteur αtête en fonction du coefficient de 
frottement sous tête pour différents diamètres normalisés de vis en acier dans le cas d’un rapport h/d 
normalisé. 
Le coefficient de frottement sous tête n’est pas un paramètre très influent. On observe sur les 
courbes obtenues une asymptote horizontale. αtête commence par diminuer légèrement puis, très 
rapidement, n’évolue plus avec le coefficient de frottement (figure II-30). 
Les différences constatées entre µ=0 et µ=0,2 sont de l’ordre de 3% à 4%. 
Exemple : Pour une tête de vis de diamètre de 20 mm et h/d=0,65 on obtient : 
αtête=0,486 pour un coefficient µ=0 
αtête=0,465 pour un coefficient µ=0,2 
Nous envisageons de retenir les résultats obtenus pour µ=0,2 qui correspond à une valeur plus 
proche du réel dans le cas où la tête de la vis ne tourne pas par rapport aux pièces assemblées. Dans 
le cas où l’on a glissement (phase de serrage par la tête de vis), on peut corriger les valeurs obtenues 
en augmentant αtête d’environ 3% pour retrouver les valeurs calculées avec µ=0. 
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h/d=0.65
0,22 
0,32 
0,42 
0,52 
0,62 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 
µ 
α tête 
d=10 d=16 d=20
d=24 d=30
 
Figure II-30 : Coefficient correcteur αtête en fonction du coefficient de frottement. 
 
 Influence du matériau de la vis  
Les courbes ci-dessus donnent le coefficient correcteur αtête en fonction du rapport Epièce/Evis pour 
une vis de diamètre nominal d=20mm, un rapport h/d=0,65 et deux coefficients de frottement µ=0 
et µ=0,2. 
 
 M20 ; µ=0 ; dt=21mm 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0 0,5 1 1,5 2
E.F.
formule
M24 ;  µ=0,2 ; d t =25mm 
α tête = -0,04*Epièce/Evis + 0,51 
Epièce/Evis 
α tête  α
α tête= - 0,04 * E pièce /E vis  + 0,51 
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0 0,5 1 1,5 2
Epièce/Evis
tête
E.F.
formule
 
Figure II-31 :  Coefficient correcteur αtête en fonction du rapport Epièce/Evis 
 
Nous constatons que αtête est peu sensible au couple de matériaux tête de la vis/pièce assemblée. 
Nous observons cependant une évolution quasiment linéaire des valeurs calculées avec une légère 
diminution de αtête lorsque le matériau de la tête est moins rigide ce qui semble logique. 
 
 Conclusion  
Les règles VDI préconisent de prendre un coefficient de raideur pour les têtes de vis normalisées 
égal à 0,4. Nous avons constaté que cette valeur était sous-estimée. Les raideurs de tête de vis sont 
en réalité plus faibles (ce qui donne des coefficient de raideur plus grands). 
Les résultats montrent que la valeur moyenne se situe autour de 0,47. Cette valeur dépend fortement 
du diamètre de trou de passage. Elle varie assez peu en fonction du coefficient de frottement et des 
autres paramètres géométriques. 
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A partir des résultats obtenus, nous pouvons proposer une formulation plus précise en fonction du 
jeu radial relatif. Elle tient compte également du couple de matériaux utilisé. Si l’on souhaite affiner 
les résultats, les valeurs obtenues peuvent être corrigées en fonction du coefficient de frottement et 
de la hauteur de tête. 
La démarche permettant de calculer la raideur équivalente de la tête de la vis s’appuie sur le modèle 
(figure II-18) où la longueur équivalente de la tête de la vis s’écrit en fonction du diamètre 
normalisé sous la forme : αtête*d. 
De façon pratique, pour déterminer αtête, nous reprenons les courbes obtenues précédemment : 
 
 M20; µ=0 ,2 ; dt=21mm 
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0 0,5 1 1,5 2
Epièce/Evis
α tête
at
formule
 M20 ; h/d=0,65 ; µ=0,2 ; acier/acier
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(dt-d) / d
α tête 
at
aMassol
z
z = x + 0,42 
α tête = -0,04*Epièce/Evis + 0,51 
 
Figure II-32 :  Coefficient correcteur αtête en fonction du diamètre du trou de passage et du couple de matériaux 
 
Pour une valeur du coefficient de frottement sous tête µ=0,2 et une hauteur normalisée (h/d=0,65). 
-1- Dans le cas où les matériaux de la vis et des pièces assemblées sont identiques : 
  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⋅−+=α
d
d05,1d
47,0 ttête     II. 28 
-2- Si les matériaux sont différents, on rajoute un terme complémentaire fonction de 
vis
pièce
E
E
 
 ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⋅−⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⋅−+=α 1
E
E
04,0
d
d05,1d
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-3- Dans une phase de serrage par la vis (phase de montage avec glissement sous tête), on augmente 
le coefficient αtête de 3%. 
-4- Pour une hauteur de tête égale au diamètre nominal, on diminue le coefficient αtête de 6%. 
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Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis et des pièces assemblées en Acier, un 
diamètre du trou de passage normalisé égal à 21mm, on obtient une valeur αtête= 0,486. (Le 
résultat obtenu par « MASSOL » est αtête= 0,4) 
Si le diamètre du trou de passage est égal à 22mm, on obtient une valeur : 
αtête= 0,486+[22-(1,05*20)]/20=0,536. (Le résultat obtenu par « MASSOL » est αtête= 0,4125) 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 30 mm, une vis en Titane et une pièce assemblée en 
acier, un diamètre du trou de passage normalisé égal à 31mm, on obtient une valeur  
αtête= 0,47+[31-(1,05*30)]/30-0,04*[(2,05/1,05)-1]=0,415.  
Le résultat obtenu par « MASSOL » est αtête= 0,4 
 
 
II.3.2.2 CAS DE LA VIS A TETE FRAISEE 
A notre connaissance, la raideur de la tête de la vis à tête fraisée (Figure II-33) n’a jamais été 
étudiée. Ce type de tête est utilisé lorsque l’on recherche un gain de place ou un auto centrage. 
Cependant, l’assemblage avec plusieurs éléments filetés conduit à un positionnement hyperstatique 
et la tête de vis porte alors sur une zone de contact voisine d’une génératrice du cône. Dans ce cas, 
la vis est également sollicitée en flexion [8].  
Lp
Dp
a 
dt
d 
 
Figure II-33 : Les différents paramètres d’étude d’un assemblage par vis à tête fraisée. 
 
Pour notre étude, nous nous plaçons comme dans le cas d’une tête de vis cylindrique dans un 
problème axisymétrique avec un chargement purement axial. L’objectif de cette étude est de 
comparer la raideur de la tête de la vis à tête fraisée à celle de la tête de la vis à tête cylindrique. 
Nous calculons comme précédemment les valeurs des coefficients correcteurs αtête-f (Figure II-18). 
Le modèle « élément finis » utilisé est toujours référencé à la norme ISO NFE 03.001/ISO 68. Nous 
retrouvons les mêmes paramètres influents que pour les têtes de vis cylindriques : le diamètre 
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nominal de la vis d, le diamètre du trou de passage de la vis dt , le coefficient de frottement sous tête 
et le matériau de la vis. 
 
 Influence du jeu radial et du diamètre. 
Pour chaque diamètre nominal de la vis, la norme donne trois diamètres normalisés du passage de la 
vis (fin, moyen et large) (Tableau II.5). Les courbes ci-dessous donnent l’évolution de α tête f en 
fonction du jeu radial relatif pour une vis en acier de diamètre nominal d=10mm et d=20mm et deux 
coefficients de frottement µ=0 et µ=0,2 (Figure II-34). 
M20;M10 
α tête-fraisée = 1,533 (dt-d)/d + 0,6135
α tête-fraisée = 1,585 (dt-d)/d + 0,47 
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
0 0,1 0,2 0,3
(dt -d)/d
α tête-fraisée
M20_ µ=0_tête fraisée
M20_ µ=0,2_tête fraisée
M10_µ=0_tête fraiée
M10_µ=0,2_tête fraiée
 
Figure II-34 :  Coefficient correcteur α tête-f en fonction du jeu radial relatif (dt-d)/d pour deux diamètres de vis (M20 , 
M10). 
 
Nous constatons dans un premier temps une différence sensible du coefficient correcteur en 
fonction du diamètre nominal de la vis. En effet, les écarts constatés entre un diamètre égal à 10mm 
et un diamètre égal à 30mm sont de l’ordre de 10% à 20%. Il est donc beaucoup plus difficile de 
raisonner, comme nous l’avons fait dans le cas des têtes cylindriques, sur une valeur moyenne 
(figure II-30 et II-34). La figure II-37 illustre ce résultat en montrant les différences de déformation 
de deux vis à tête fraisée de diamètres nominaux différents. 
D’autre part, les pentes obtenues pour traduire l’influence du jeu radial sont plus importantes que 
précédemment du fait de l’appui sur la portion de cône (figure II-34) ce qui traduit une influence 
plus grande du diamètre du trou de passage. 
 
 Influence du coefficient de frottement 
Les courbes (figure II-35) donnent l’évolution du coefficient correcteur αtête-f en fonction du 
coefficient de frottement pour différents diamètres nominaux de vis en acier. 
Nous constatons dans un premier temps que le coefficient correcteur αtête-f évolue fortement en 
fonction du coefficient de frottement, ce qui n’est pas le cas des têtes cylindriques (figure II-35). 
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Figure II-35 : Coefficient correcteur αtête-f  
 
Exemple : Pour d=20mm ;  αtête-f =0,66 pour µ=0 et  αtête-f=0,465 pour µ=0,4. 
Nous observons également une asymptote horizontale lorsque µ tend vers l’infini et ce, quel que 
soit le diamètre nominal de la vis. Ce résultat nous conduit à mettre en place une formule empirique 
pour modéliser le comportement. Nous obtenons deux portions de droite (figure II-35 b) : 
pour µ<0,3  αtête-f =0,68-0,68µ 
pour µ>0,3  αtête-f =0,47 
Rappelons que dans le cas d’une vis à tête cylindrique, le coefficient correcteur vaut  αtête =0,47 
(figure II-36). 
 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 
µ 
α tête 
d=20_tête cylindrique
d=20_tête Fraisée
 
Figure II-36 :  Comparaison de l’influence du coefficient de frottement pour les deux types de tête de vis 
 
La différence d’influence du coefficient de frottement sur la raideur des têtes de vis s’explique 
aisément. En effet, nous nous situons ici très vite dans le cas d’un glissement relatif entre solides. 
On peut noter que le coefficient correcteur de la tête fraisée est supérieur à celui de la tête 
cylindrique pour µ=0 (d’où une raideur plus faible). Puis il devient légèrement inférieur lorsque le 
coefficient de frottement augmente (Figure II-36) 
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d=20mm  d=10mm  
Figure II-37 :  Les répartitions du déplacement dans l’assemblage. 
 
Deux phénomènes illustrent ce résultat. Le premier phénomène est un déplacement sous tête plus 
important à µ=0 du à la géométrie du contact (portion conique). Le deuxième phénomène est une 
plus grande rigidité lorsque le coefficient de frottement augmente (figure II-36). En effet, la tête 
fraisée a un diamètre extérieur plus important que celui de la vis à tête cylindrique pour un diamètre 
normalisé donné (figure II.38). 
 
L
a=2*d 
d 
D a=1,5*d
L 
dtige 
d 
h=0,65*d 45° 
 
Figure II-38 :  Comparaison des paramètres des deux vis. 
 
 Influence du matériau de la vis 
Comme pour l’étude des têtes cylindriques, nous nous intéressons également à l’influence du couple 
de matériaux vis/pièce assemblée. Les courbes ci-dessous donnent l’évolution du coefficient 
correcteur en fonction du rapport des modules d’élasticité pour différents diamètres nominaux 
(d=24mm et d=20mm) et différents coefficients de frottement (µ=0 et µ=0,2). 
Nous constatons que l’évolution du coefficient correcteur en fonction du rapport des modules 
d’élasticité est quasiment linéaire. Nous vérifions bien que αtête-f augmente lorsque le matériau de la 
pièce assemblée a un module d’élasticité qui décroît (Figure II-39). 
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De plus, le coefficient correcteur ne dépend pas du diamètre nominal et reste proportionnel au 
coefficient de frottement. Les écarts relatifs constatés sont du même ordre de grandeur que pour les 
têtes de vis cylindriques. Nous obtenons : 
pour µ=0  αtête-f=0,06.Evis/Epièce+0,62 
pour µ=0,2  αtête-f=0,046.Evis/Epièce+0,46 
 
M24-f ; µ=0 ; dt=25mm
α tête-f = 0,06*Ev/Ep + 0,62
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,5 1,5 2,5 Evis/Epièce
α tête-f
at
M24-f;  µ=0,2; dt=25mm
α tête-f = 0,046*Ev/Ep + 0,46
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,5 1,5 2,5
Evis/Epiece
α tête-f
at
 
Figure II-39 : Coefficient correcteur correcteurs αtête-f  en fonction du rapport Evis/Epièce 
 
Remarque : en faisant varier le diamètre des pièces assemblées, nous constatons une influence très 
faible sur la rigidité de la tête fraisée comme dans le cas des vis à têtes cylindriques. 
 
 Conclusion 
A notre connaissance, aucune recherche n’avait jusqu’à présent traité du problème des raideurs 
équivalentes dans le cas des vis à tête fraisée.  
Les coefficients correcteurs obtenus sont situés au-dessus de la valeur 0,4 préconisée par VDI. 
Les variations en fonction du diamètre nominal, du jeu radial et du coefficient de frottement sont 
logiquement plus importantes compte tenu de la géométrie de l’assemblage et de la zone de contact 
tronconique. Ces variations ne permettent pas de définir une formule empirique simple et précise. 
Cependant, il nous semble intéressant de proposer une formulation approchée en donnant la marge 
d’erreur. 
La démarche proposée s’appuie sur le modèle suivant où la longueur équivalente de la tête de la vis 
s’écrit en fonction du diamètre normalisé sous la forme : αtête-f. d. 
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 a- vis à tête fraisée 
 l0+αtête-f.d 
 αfileté.l1 
d
 As
 Ao
 b- modèle de calcul  
 αvis-écrou.d  Evis
a=2*d
d  l1 
 l0 
 
Figure II-40 : Modèle de calcul de la vis à tête fraisée. 
 
-1- Dans le cas où les matériaux de la vis et des pièces assemblées sont identiques :  
0<µ≤ 0,3  ( µ168,0
d
d05,1d
55,1 tftête −⋅+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅−⋅=α − )     II. 30 
-2- Si les matériaux sont différents, on rajoute un terme complémentaire fonction de 
vis
pièce
E
E
 
0<µ≤ 0,3 ( ) ( µ11
E
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06,0µ168,0
d
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55,1
pièce
vist
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⎜⎜⎝
⎛ −⋅+−⋅+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅−⋅=α − ) II. 31 
 
-3- Pour les coefficients de frottement plus importants (µ>0,3), la formule devient : 
 
  465,01
E
E
046,0
d
d05,1d
55,1
pièce
vist
ftête +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⋅+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅−⋅=α −    II. 32 
 
Les erreurs relatives maximales constatées sont de l’ordre de 8% par rapport aux résultats éléments 
finis. Elles sont dues principalement aux différences observées lorsque l’on fait varier le diamètre 
nominal des vis, variable non prise en compte dans la formulation puisque nous raisonnons sur une 
valeur moyenne. 
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II.3.3 RAIDEUR EQUIVALENTE DE LA PARTIE EN PRISE D’UN SYSTEME VIS- ECROU 
L’écrou est un élément important de l’assemblage boulonné puisqu’il transmet aux pièces serrées la 
totalité de la charge passant par la vis. Il faut donc connaître précisément sa raideur comme pour 
tous les éléments de l’assemblage. 
Si de nombreux travaux se sont intéressés à la raideur de la partie filetée de la vis [28], à la raideur 
de la tête de vis [28][33][42] ainsi qu’à la raideur des pièces assemblées [42][52], les résultats 
concernant l’écrou et la partie en prise de la vis sont moins nombreux et moins précis [21][23].  
Ce chapitre s’intéresse donc à la caractérisation de la raideur équivalente de cette partie de 
l’assemblage boulonné avec une difficulté supplémentaire liée à la définition des efforts aux 
contacts entre l’écrou et la vis. 
Nous effectuons des simulations pour plusieurs diamètres d=12, 16, 20 et 24 (mm) en faisant varier 
les coefficients de frottement vis-écrou et écrou-pièce de µ=0 à 0.4 pour des assemblages de pièces 
en acier. Nous avons tracé les courbes donnant le coefficient correcteur α en fonction du coefficient 
de frottement µ.  
Dans un premier temps, nous associons un coefficient correcteur αvis-écrou pour l’ensemble constitué 
de l’écrou et de la partie en prise de la vis. Puis dans un deuxième temps, nous donnons des 
coefficients correcteurs pour la vis αvis et pour l’écrou αécrou afin de pouvoir comparer nos résultats 
avec les modèles existants (figure II-41). 
Nous constatons que les courbes ont pour les trois coefficients la même allure et que les valeurs 
obtenues sont sensiblement les mêmes lorsque l’on fait varier la géométrie. 
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Figure II-41 : Variation des coefficients correcteurs α en fonction du coefficient de frottement µ. 
 
Les coefficients correcteurs pour la vis αvis varient faiblement en fonction du coefficient de 
frottement (ils diminuent légèrement lorsque le coefficient de frottement augmente). Ils restent 
toujours très légèrement inférieur à 0,5 (valeur proposée par VDI [52]).  
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Par contre, les coefficients correcteurs pour l’écrou αécrou varient davantage en fonction du 
coefficient de frottement en prenant des valeurs situées entre 0,75 et 0,8 pour µ=0 et des valeurs 
situées entre 0,3 et 0,4 pour µ=0,4. Ces valeurs sont très éloignées de celle proposée par VDI (0,4). 
Concernant le coefficient αvis-écrou, la valeur de 0,85 proposée par FUFUOKA [24] correspond à une 
valeur moyenne obtenue pour des coefficients de frottement situé entre 0,1 et 0,2 suivant les 
diamètres normalisés : proche de 0,2 pour un diamètre d=12mm (Figure II-41), proche de 0,1 pour 
les diamètres d=20mm et d=24mm (Figure II-41) 
Par ailleurs, la valeur αvis-écrou=1,1 proposée par GUILLOT [28] correspond aux valeurs trouvées 
pour un coefficient de frottement égal à 0. Cette valeur évolue peu en fonction de la géométrie. 
L’interprétation physique des résultats obtenus nous conduit à nous interroger sur ce qui se passe 
réellement aux contacts vis/écrou et écrou/pièce. En effet, le modèle proposé s’attache à simuler 
l’effet d’un effort de précharge appliqué « en statique », c’est à dire une fois l’assemblage réalisé. Si 
on se situe lors de la phase de serrage de l’écrou, il y a alors glissement orthoradial entre l’écrou et 
la vis d’une part et entre l’écrou et la pièce assemblée d’autre part. Cette situation n’est pas prise en 
compte directement par notre modèle Eléments Finis. Pour nous en rapprocher, il suffit de faire 
tendre le coefficient de frottement au niveau des contacts vers 0. En effet, lors du serrage, la 
composante tangentielle de l’effort de frottement est orthoradiale (c’est elle qui s’oppose à la vitesse 
de glissement relative au niveau des contacts d’après la loi de Coulomb). La composante radiale est 
alors négligeable, et la dilatation de l’écrou sous les composantes radiales des efforts appliqués sur 
les filets est libre.  
Afin de simuler l’ensemble du comportement du système vis/écrou avec notre modèle statique nous 
nous intéressons à trois cas distincts dans le calcul des raideurs : 
- Cas d’un coefficient de frottement vis/écrou et écrou/pièces assemblées égal à 0 (phase de 
glissement orthoradial qui correspond à la phase de mise en précontrainte par rotation de l’écrou).  
- Cas d’un coefficient de frottement égal à 0 pour le contact vis/écrou (serrage par la vis) 
- Cas quelconque avec les deux coefficients de frottement quelconques (cas de mise en 
précontrainte par tendeur hydraulique) 
 
II.3.3.1 CAS OU LES COEFFICIENTS DE FROTTEMENT SONT CONSIDERES COMME NULS 
(SERRAGE PAR L’ECROU) 
Nous posons donc par la suite µ=0 et nous traçons les courbes donnant les coefficients correcteurs 
αvis, αécrou et αvis-écrou en fonction du diamètre nominal d et des matériaux de la vis et de l’écrou.  
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 Acier/Acier; écrou normalisé; µ=0
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Figure II-42 : Variation des coefficients correcteurs α en fonction du diamètre d pour µ=0. 
 
Les courbes ci-dessus donnent les différents coefficients correcteurs αvis, αécrou et αvis-écrou pour 
différents diamètres nominaux et pour des couples de matériaux identiques. 
Pour deux matériaux identiques de la vis et de l’écrou, on retrouve une même allure de courbes et 
les mêmes valeurs des coefficients correcteurs.  
Les valeurs de αvis restent toujours comprises entre 0,5 et 0,52 et donc varient peu en fonction du 
diamètre nominal et des matériaux. 
Concernant le coefficient αvis-écrou, pour les quatre diamètres utilisés, les résultats obtenus restent 
très proches du coefficient correcteur αvis-écrou =1,1 pour un coefficient de frottement µ=0 (Figure II-
42). On constate quel que soit le couple de matériaux une légère diminution des coefficients en 
fonction du diamètre normalisé. Cette évolution est quasiment linéaire.  
En prenant la valeur αvis-écrou=1,1 préconisée par GUILLOT [29], l’erreur relative maximale obtenue 
est d’environ 4%, ce qui reste très faible. 
L’objectif de l’étude consiste à donner une expression simple de la raideur équivalente des 
différents composants du système vis-écrou, ce qui nous conduit à définir un modèle donnant une 
longueur équivalente de l’ensemble vis-écrou à l’aide d’un seul coefficient αvis-écrou ramené au 
matériau de la vis (figure II-43). 
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Figure II-43 : 1er modèle de calcul analytique d’un boulon 
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Le principal avantage de ce modèle est sa simplicité d’application en particulier lorsque les 
matériaux de la vis et de l’écrou sont identiques, ce qui représente une situation courante. 
Cependant, ce modèle présente l’inconvénient de ne pas dissocier les deux raideurs (vis en prise et 
écrou) en particulier lorsque les matériaux sont différents. L’étude sur les pièces taraudées conforte 
encore ce dernier point de vue et nous a conduit à donner les résultats en utilisant une deuxième 
modélisation légèrement plus complexe mais plus « physique » (figure II-44). 
Les coefficients correcteurs de cette 2ème modélisation sont donnés en Annexe (II). 
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Figure II-44 : 2ème modèle de calcul analytique d’un boulon 
 
Le coefficient correcteur αvis-écrou varie pour des couples de matériaux différents pour la vis et 
l’écrou. Les courbes figure II-45 donnent les coefficients correcteurs α vis-écrou en fonction du rapport 
Evis/Eécrou pour les différents diamètres normalisés. 
Les valeurs de αvis-écrou obtenues sont ramenées au matériau de la vis. 
α vis_écr = 0,57 Evis/Eécr + 0,57
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Figure II-45 : Variation du coefficient correcteur α vis-écr en fonction du rapport Evis/Eécrou pour µ=0. 
 
Nous constatons que les valeurs obtenues pour α vis-écrou sont quasiment linéaires en fonction de 
Evis/Eécrou, et ceci quel que soit le diamètre normalisé de la vis. 
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Les courbes obtenues vont alors nous permettre de déterminer avec précision le coefficient α vis-écrou 
pour un assemblage normalisé quel que soit le diamètre de la vis et quel que soit le couple de 
matériaux choisi. 
Pour une connaissance moins fine mais plus rapide du coefficient αvis-écrou, nous avons tracé ci-
dessous la courbe moyenne en fonction du couple de matériaux (Figure II-46). L’erreur relative 
maximale constatée est de 4%. 
On retrouve encore la valeur αvis-écrou=1,1 pour deux matériaux identiques et µ=0. 
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Figure II-46 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écr en fonction du rapport Evis/Eécrou pour µ=0. 
 
Nous pouvons proposer une première démarche pour déterminer la raideur équivalente de l’écrou et 
de la partie en prise de la vis dans le cas où le serrage s’effectue par l’écrou. Cette démarche 
s’appuie sur le modèle figure II-43 et les coefficients donnés figure II-45 et II-46. 
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 12mm, une vis en Acier et un écrou en Acier, on 
obtient : sur la figure II-45 une valeur α vis-écrou=0,53 Evis/Eécrou+0,55=1,074. Sur la figure II-46 
une valeur α vis-écrou=0,54 Evis/Eécrou+0,55=1,09. 
Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 1,075 (l’écart relatif est de l’ordre de 1,3%). 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un écrou en Titane, on 
obtient : sur la figure II-45 une valeur α vis-écrou=0,57 Evis/Eécrou+0,57=0,86. Sur la figure II-46 une 
valeur α vis-écrou=0,54 Evis/Eécrou+0,55=0,8266. 
Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 0,843. (l’écart relatif est de l’ordre de 2%). 
 
II.3.3.2 CAS OU LE COEFFICIENT DE FROTTEMENT VIS/ECROU EST NUL (SERRAGE PAR LA VIS) 
Ce modèle correspond au cas d’un mouvement relatif entre la vis et l’écrou, celui-ci étant fixe par 
rapport aux pièces assemblées. Le serrage s’effectue alors par la vis, l’écrou n’étant plus 
complètement libre de se dilater radialement car subissant des efforts de frottement sur sa base au 
contact écrou-pièce. 
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Nous définissons alors µ1 le coefficient de frottement entre les filets de la vis et ceux de l’écrou, et 
µ2 le coefficient de frottement entre l’écrou et la pièce assemblée (avec ici µ1=0). 
Les courbes obtenues en fonction du diamètre nominal de la vis ont une forme identique à celles 
obtenues dans le cas d’un coefficient de frottement nul (figure II-42). Comme précédemment, nous 
constatons que le coefficient correcteur diminue légèrement lorsque le diamètre nominal augmente. 
Les variations ne dépassent pas 8% par rapport à une valeur moyenne. 
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Figure II-47 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écrou en fonction du diamètre nominale de la vis. 
 
Nous traçons alors la courbe donnant αvis-écrou en fonction du coefficient de frottement pièce 
assemblée-écrou µ2 pour différents diamètres normalisés de la vis. 
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Figure II-48 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écrou en fonction du coefficient de frottement. 
 
Les courbes obtenues tendent vers une asymptote horizontale. Le coefficient de frottement à partir 
d’une valeur proche de 0,3 influe peu sur la rigidité de la partie en prise de la vis avec l’écrou. 
On constate une influence plus grande du diamètre nominal lorsque le coefficient de frottement 
augmente. Pour des coefficients de frottement élevés, les valeurs obtenues sont situées entre 0,78 et 
0,92. Nous pouvons proposer un modèle donnant une courbe moyenne ne dépendant pas du 
diamètre nominal de la vis, et représentant une approximation suffisante (figure II-49) 
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µ1=0 - diamètre moyen
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Figure II-49 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écrou en fonction du coefficient de frottement µ. 
 
Pour µ1=0 ; µ2<0,22   α vis-écr =1,1 - µ2
Pour µ1=0 ; µ2>0,22    α vis-écr =0,87 
Nous obtenons une erreur relative plus importante lorsque le coefficient de frottement devient 
grand. En effet, les écarts entre les valeurs obtenues pour les différents diamètres conduisent à des 
erreurs relatives maximales de l’ordre de 8% (figures II-48 et II-49). 
 
II.3.3.3 CAS OU LES COEFFICIENTS DE FROTTEMENT SONT QUELCONQUES 
Nous considérons à présent le cas où le coefficient de frottement vis-écrou et le coefficient de 
frottement écrou/pièces assemblées sont identiques.  
 
Influence du coefficient de frottement 
Nous traçons alors la courbe donnant αvis-écrou en fonction du coefficient de frottement pièces 
assemblées-écrou pour différents diamètres normalisés de la vis (figure II-50). 
 
µ1=µ2=µ; Acier-Acier
0.4
0.6
0.8
1
1.2
0 0.1 0.2 0.3 0.4
µ
αvis-écr
12 16 20
24 10 30
 
Figure II-50 :  Coefficient correcteur αvis-écrou en fonction du coefficient de frottement pour différents diamètres de vis. 
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µ=0,4 µ=0 
 
Figure II-51 :  Contraintes axiales dans l’ensemble pour deux coefficients de frottement. 
 
Nous constatons des allures de courbes identiques à celles obtenues précédemment dans le cas d’un 
coefficient de frottement nul ou d’un coefficient de frottement µ2#0. Le coefficient correcteur 
diminue légèrement lorsque le diamètre nominal augmente puis tend vers une asymptote 
horizontale. Nous pouvons observer que les valeurs obtenues sont assez proches de celles trouvées 
par FUFUOKA [24].  
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Figure II-52 :  Coefficient correcteur αvis-écrou moyen en fonction du coefficient de frottement. 
 
Les variations observées, dues aux variations de diamètres, ne dépassent pas 6% par rapport à une 
valeur moyenne. Ce résultat nous conduit à proposer un modèle simplifié avec deux portions de 
droites intégrant des valeurs moyennes indépendantes du diamètre nominal de la vis (figure II-52). 
La courbe nous donne les formules empiriques suivantes : 
Si 0≤ µ≤ 0,22    µécrouvis ⋅−=− 65,11,1α  
Si µ≥0,22    71,0=−écrouvisα  
Les écarts relatifs maximaux obtenus sont de l’ordre de 10%. Ils sont observés pour des valeurs 
importantes du coefficient de frottement. Pour des valeurs plus faibles (µ≤ 0,22), les erreurs 
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relatives sont inférieures à 5% ce qui correspond pour ce type de problème à une très bonne 
évaluation. 
Dans le cas où les matériaux du boulon et des pièces assemblées sont différents, les courbes 
obtenues ont la même allure que celles observées dans le cas d’une vis et d’un écrou en acier. Les 
coefficients correcteurs décroissent puis tendent vers une asymptote horizontale. 
Nous constatons cependant des écarts sensibles lorsque le diamètre nominal évolue notamment pour 
des coefficients de frottement élevés. Cela nous conduit à chercher une loi permettant d’intégrer ces 
écarts. 
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Figure II-53 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écrou en fonction de coefficient de frottement. 
 
Influence du couple de matériaux 
En traçant l’évolution du coefficient correcteur αvis-écrou en fonction du rapport Evis/Eécrou pour 
différentes valeurs du coefficient de frottement, nous observons comme précédemment des courbes 
modélisables par des droites. 
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Figure II-54 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-écrou en fonction du rapport Evis/Eécrou. 
 
L’ensemble des résultats nous conduit à proposer une loi de la forme : µBAécrouvis ⋅−=α −  
avec A et B fonctions de Evis/Eécrou. On obtient à partir des courbes (figure II-55) : 
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Figure II-55 : Coefficient correcteur αvis-écrou moyen en fonction du coefficient de frottement. 
 
 
II.3.3.4 DEMARCHE DE DETERMINATION DE LA RAIDEUR D’UN SYSTEME VIS ECROU 
Nous mettons en place des formules analytiques pour définir le coefficient correcteur αvis-écrou  
en fonction du coefficient de frottement et du rapport Evis/Eécr. Ces formulations sont facilement 
programmables. Elles donnent des résultats plus précis que les études précédemment menées et 
permettent d’aborder des cas qui n’étaient jusque là pas traités (cas de matériaux différents pour la 
vis et pour l’écrou) [9][3]. 
Pour des dimensions normalisées de l’écrou (quel que soit le diamètre de la vis) : 
-1- dans le cas où le matériau de la vis et le matériau de l’écrou sont identiques : 
Si 0≤ µ≤ 0,2    µ65,11,1écrouvis ⋅−=α −  
Si µ≥0,2   71,0écrouvis =α −  
-2- dans le cas où le matériau de la vis et le matériau de l’écrou sont différents : 
Si 0≤ µ≤ 0,2    µBAécrouvis ⋅−=α −  
  54,0]1
E
E
[1,1A
écrou
vis ⋅−+=  2,1]1
E
E
[65,1B
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vis ⋅−+=  
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Si µ≥0,2     25,0]1
E
E
[71,0
écrou
vis
écrouvis ⋅−+=α −  
-3- dans le cas où l’on dissocie les coefficients de frottement µ1 et µ2.
Nous avons noté que l’influence des coefficients de frottement entre filets vis/écrou µ1 et 
écrou/pièces assemblées µ2 ne sont pas identiques. µ2 est plus influent que µ1 ; il intervient pour 
60% dans le calcul de α vis-écr. 
Donc la formule devient : 
- dans le cas de matériaux identiques : 
Si 0≤ µ≤ 0,2    
5
µ3µ2
65,11,1 21écrouvis
⋅+⋅⋅−=α −   II. 33 
Si µ≥0,2      71,0écrouvis =α −    II. 34 
- dans le cas de matériaux différents : 
Si 0≤ µ≤ 0,2 
5
µ3µ2
BA 21écrouvis
⋅+⋅⋅−=α −    II. 35 
   54,0]1
E
E
[1,1A
écrou
vis ⋅−+=  2,1]1
E
E
[65,1B
écrou
vis ⋅−+=  
Si µ≥0,2    25,0]1
E
E
[71,0
écrou
vis
écrouvis ⋅−+=α −    II. 36 
 
 
II.3.3.5 INFLUENCE DES JEUX 
Le calcul des raideurs effectué précédemment s’appuie sur un profil de filet parfait. Etant donnée 
l’influence importante des conditions de contact vis/écrou, nous nous intéressons à l’influence des 
défauts de pas sur le calcul des rigidités de la partie en prise de la vis et de l’écrou.  
A partir des tolérances dimensionnelles données par la norme pour la vis et pour l’écrou, nous 
avons tracé l’incidence sur le pas nous situant dans les cas extrêmes (figures II-56). 
Si le défaut est identique pour les filets de la vis et de l’écrou, les contacts sont inchangés et les 
résultats obtenus sont identiques (Figure II-56 a, b, c, d) [15]. 
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Figure II-56 :  Tolérances dimensionnelles données par la norme pour la vis et pour l’écrou 
 
Pour mettre en évidence l’influence des erreurs du pas nous avons donc créé un modèle avec un pas 
normalisé de l’écrou et une erreur sur le pas de la vis fluctuant d’un filet à l’autre (figure II-57). 
Nous faisons alors varier les coefficients correcteurs en fonction de la charge, en respectant les 
tolérances normées. En effet, à charge faible, seul un filet reprend l’effort de précharge. Lorsque la 
charge augmente, la déformation des filets permet progressivement le contact sur l’ensemble de 
ceux-ci. 
 
 
Jeu grand 
Jeu petit 
 
Figure II-57 :  Erreur du pas des filets de la vis 
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Les tableaux ci-dessous donnent la variation des coefficients correcteurs pour deux cas extrêmes : 
un pas de vis maximal de 2,02mm, un pas minimal de 1,98mm, le pas de l’écrou étant fixé à 2mm. 
Les études sont menées pour une vis de diamètre nominal de 16mm. 
 
 Pas normalisé  Pas Modifié = 2,02 mm  
charge(MPa) α(écr) α (vis) α(vis-écr) α(écr) α(vis) α(vis-écr) écart 
800 0,59841 0,50661 1,1050 0,804 0,479 1,283 -0,16 
1600 0,59851 0,50661 1,1051 0,597 0,458 1,055 0,045 
Tableau II.6:Variation des coefficients correcteurs α en fonction de la charge appliquée 
 
 Pas normalisé  Pas modifié  = 1,98 mm  
charge(MPa) α(écr) α (vis) α(vis-écr) α(écr) α(vis) α(vis-écr) écart 
800 0,598 0,506 1,105 0,734 0,835 1,5698 0,296 
Tableau II.7: Variation des coefficients correcteurs α en fonction de la charge appliquée 
 
Les résultats montrent une perte importante de rigidité lorsque la charge est faible. Logiquement, la 
rigidité augmente lorsque la charge augmente car le défaut de pas s’estompe peu à peu. On tend 
alors vers la même rigidité que le modèle normalisé lorsque tous les filets sont en prise. 
Les erreurs relatives sont très importantes (de 15% à 30% dans le cas d’une charge correspondant à 
une contrainte de 800MPa). Cependant, il faut remarquer que nous nous plaçons ici dans un cas 
« extrême » pour lequel le défaut est « réparti » sur chaque filet. 
On peut aussi remarquer que le calcul ne tient pas compte de la résistance de la vis. En réalité, on 
observe rapidement une plastification des premiers filets en prise qui atténue la différence de 
raideur observée. 
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II.3.4 RAIDEUR EQUIVALENTE D’UNE PIECE TARAUDEE 
On trouve dans la littérature de nombreuses études traitant du comportement local à fond de filet en 
prise [23], [60]. Elles cherchent principalement à définir la tenue à la fatigue mais aussi à évaluer la 
contrainte maximale en s’appuyant sur des essais expérimentaux et numériques avec prise en 
compte de la plasticité locale. Notre objectif reste plus modeste. Il consiste à définir une raideur 
équivalente locale correspondant à la partie en prise d’une vis dans un trou taraudé (figure II-58). Il 
existe très peu de travaux traitant de ce sujet. Seuls V.D.I. [54] et Thomala [51], donnent des 
résultats en s’appuyant sur l’étude des pièces assemblées par boulons. 
L’étude précédente nous a permis de définir avec précision la raideur équivalente de la partie en 
prise de la vis et de l’écrou. La raideur équivalente correspondant à une vis dans un trou taraudé n’a 
pas encore fait l’objet d’étude. Nous proposons ici de partir des modèles et des résultats obtenus 
pour traiter ce problème, la pièce taraudée étant considérée comme un écrou de grand diamètre. 
Nous reprenons dans un premier temps la raideur de la partie en prise de la vis et de l’écrou en 
faisant évoluer les dimensions transversales et longitudinales de l’écrou pour tendre vers le 
taraudage. A partir des résultats obtenus, nous regardons l’influence de différents paramètres tels les 
matériaux des différents composants, la longueur d’implantation de la vis [5], … (figure II-58) 
 
 
pièce 
taraudée
pièce 
assemblée
 d
 dt
vis
Dp
Da
Lp
D ext 
H
 
Figure II-58 :  Assemblage vis / pièce taraudée. 
 
II.3.4.1 CHOIX DES PARAMETRES D’ETUDE DE LA PIECE TARAUDEE 
Dimensions extérieures : 
Nous fixons un diamètre nominal de la vis d=16mm et nous faisons varier les dimensions de 
l’écrou. Cette première phase va nous conduire à analyser l’influence des dimensions de la pièce 
taraudée (la hauteur et le diamètre extérieur) sur la raideur. Elle nous permet de définir des 
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dimensions extérieures à partir desquelles cette raideur n’évolue plus. Ce sont ces dimensions que 
nous utiliserons dans la suite de l’étude. Pour cette étude préliminaire, nous fixons Dp=5.Da. 
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Figure II-59 : Variation des coefficients correcteurs α en fonction de H/H normalisée. 
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Figure II-60 :  Variation des coefficients correcteurs α en fonction de Dext/Da. 
 
Sur les courbes obtenues (figures II-59 et II-60), nous constatons que αvis varie très peu en fonction 
des dimensions de la pièce taraudée (hauteur H et diamètre extérieur Dext). Les valeurs restent en 
effet comprises entre 0,4 et 0,45. 
Pour les autres coefficients, on observe une asymptote horizontale qui montre que les dimensions 
extérieures de la pièce taraudée ne sont plus influentes au delà d’une certaine valeur. 
- Lorsque H>1,5hnormalisé les courbes donnant αvis, αécrou et αvis-écrou tendent vers une asymptote 
horizontale. Ainsi, on peut en déduire qu’au-delà de cette limite la raideur n’évolue quasiment plus.  
Remarques pour le concepteur : 
Pour augmenter la rigidité d’un système vis-écrou, il peut être envisagé d’augmenter la hauteur 
normalisée en allant jusqu’à 1,5 hnorm. (Au-delà de cette limite, la rigidité n’évolue quasiment plus). 
- Lorsque Dext>3Da, les courbes donnant αvis, αécrou et αvis-écrou tendent vers une asymptote 
horizontale. On peut en déduire qu’au-delà de ce diamètre, les raideurs n’évoluent quasiment plus. 
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Pour étudier la raideur d’une pièce taraudée de grande dimension, il nous suffit alors de nous placer 
au-delà de ces limites. Nous choisissons pour la suite de l’étude : h=3*hnorm et Dext =5*Da.   
Remarque : les résultats obtenus sont valables avec des pièces assemblées de grandes dimensions. 
 
Nombre de filets en prise 
Dans un premier temps, nous avons étudié l’effet de la longueur d’implantation de la vis, en faisant 
varier le nombre de filets en prise de la vis (de 2 jusqu’à 12 filets). Il est bien évident que la 
longueur minimale d’implantation est définie par un calcul de résistance [2]. 
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Figure II-61 :  Variation des coefficients correcteurs α en fonction du nombre de filets en prise. 
 
On constate pour les deux coefficients de frottement choisis (µ2=0 et µ2=0,2) une asymptote 
horizontale pour les différents coefficients lorsque le nombre de filets augmente. La convergence 
est satisfaisante à partir de sept filets en prise. Pour la suite de notre étude, nous avons alors fixé le 
nombre des filets en prise à neuf. 
Remarques pour le concepteur : Cette étude montre l’influence importante de la longueur 
d’implantation des vis dans un taraudage sur la raideur apparente. Pour seulement deux filets en 
prise, la raideur est divisée par un facteur supérieur à 2. Rappelons que c’est un calcul de 
résistance qui détermine la longueur de filet en prise minimale. 
 
Choix du modèle retenu 
Comme dans le cas précédent de l’étude du système vis-écrou normalisé, nous pouvons proposer 
deux modèles d’étude pour la détermination de la raideur équivalente de la partie en prise de la vis 
et de la pièce taraudée.  
1. Le premier modèle globalise la raideur de la partie en prise de la vis et de la pièce taraudée 
et permet de se ramener à la raideur équivalente d’une partie cylindrique d’aire As de même 
matériau que la vis et de longueur αvis-tar.d (voir figure II-62-1er modèle). 
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2. Le deuxième modèle dissocie les coefficients correcteurs αvis pour la partie en prise de la vis 
et αtaraudage pour la pièce taraudée et permet de se ramener pour chacune des parties à une 
poutre de section cylindrique As de matériau celui de la vis et de longueurs respectives : 
αvis.d, αtaraudage.d (voir figure II-62-2ème modèle). 
L’avantage du premier modèle est sa simplicité d’utilisation. Il nous semble donc plus intéressant 
pour des exploitations industrielles. Le deuxième modèle qui dissocie la partie en prise de la vis et 
la pièce taraudée s’avère pertinent lorsque les matériaux sont différents. Cependant, s’il apporte des 
informations supplémentaires, il n’est pas forcément plus précis. La présentation des résultats 
relatifs à cette deuxième approche est reportée en Annexe III. 
 
 
 l0+α tête.d
 α fileté.l1 
d 
 A s 
 A 0 
 c- 2ème m odèle de calcul 
 αvis.d Evis 
 E taraudage  αTar.d 
 l0+α tête.d 
 α fileté.l1 
d
 A s
 A 0
 b- 1er modèle de calcul 
 α vis-tar.d  Evis
 a- Taraudage 
d   d 
 
Figure II-62 : Les modèles analytiques de calcul des raideurs. 
 
 
II.3.4.2 RESULTATS OBTENUS 
Les paramètres influents qu’il nous reste à considérer sont : 
- les couples de matériaux (on étudie des pièces en Acier, en Titane et en Aluminium), 
- le coefficient de frottement entre la pièce taraudée et la pièce assemblée µ (pendant la phase de 
serrage, le coefficient de frottement vis/écrou est pris égal à 0 d’après II-3-3). On fait évoluer le 
coefficient de frottement pièce taraudée/ pièce assemblée entre 0 et 0,4 
- le diamètre normalisé (on fait évoluer le diamètre entre d=12mm et d=24mm). 
 
Influence du diamètre nominal 
Nous traçons les courbes donnant αvis-tar en fonction du diamètre nominal de la vis pour différents 
coefficients de frottement (figure II-63). Le coefficient αvis-tar évolue très peu en fonction du 
diamètre normalisé en particulier pour des coefficients de frottement différents de 0. 
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Cela nous conduit à considérer une valeur moyenne de αvis-tar avec une erreur relative de 1,5%. 
Nous pouvons noter que cette erreur est beaucoup plus faible que celle observée dans le cas de 
l’écrou normalisé. 
 
 matériaux identiques; µ1=0
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0,8 
0,9 
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Figure II-63 :  Coefficient correcteur αvis-tar en fonction du diamètre pour différents coefficients de frottement µ2 et 
différents diamètres de vis. 
 
Influence du coefficient de frottement 
Nous nous intéressons alors à l’influence du coefficient de frottement au niveau des filets en 
utilisant les valeurs moyennes définies précédemment (figure II-64), les écarts constatés étant très 
faibles. 
Le coefficient αvis-tar évolue sensiblement en fonction du coefficient de frottement µ2 pièce 
taraudée-pièces assemblées. En effet, nous constatons une forte diminution lorsque le coefficient de 
frottement augmente avec une asymptote horizontale. Les variations relatives entre µ2=0 et µ2=0,4 
sont de l’ordre de 14%. 
L’allure de la courbe nous conduit comme précédemment à proposer une formulation empirique en 
séparant l’étude en deux zones : 
- une première zone dans laquelle le coefficient de frottement influe sur la raideur : µ2<0,35 
Dans ce cas, αvis-tar=0,78-0,27 µ2
- une deuxième zone dans la quelle le coefficient correcteur reste sensiblement constant : 
µ2>0,35. Dans ce cas, αvis-tar=0,69 
Les formules empiriques ont été établies pour deux matériaux identiques et pour une plage de 
diamètres courants (nous avons vu précédemment que l’erreur relative reste très faible).  
 
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Acier, un 
coefficient de frottement µ2=0,2 on obtient sur la figure II-64 une valeur moyenne à partir de la 
formule empirique : α vis-tar=-0,27 µ2+0,78=0,726.  
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Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 0,714 d’où une erreur relative de 1,5%. 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Titane et un taraudage en Titane, 
coefficients de frottement µ2=0,3 on obtient sur la figure II-64 une valeur moyenne à partir de la 
formule empirique : α vis-tar=-0,27 µ2+0,78=0,7.  
Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 0,717 d’où une erreur relative de 2%. 
Pour chaque cas, on peut également utiliser les courbes correspondant au diamètre normalisé 
utilisé. 
 
Matériaux identiques
αvis-tar= 0,69
αvis-tar = -0,2735*µ2+ 0,7808
0.6
0.7
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acier_acier
 
Figure II-64 :  Coefficient correcteur αvis-tar en fonction de coefficient de frottement pour un diamètre moyen. 
 
Influence des matériaux 
Nous déterminons ensuite les coefficients correcteurs pour d’autres couples de matériaux : vis en 
acier-pièce en aluminium, vis en acier-pièce en titane. La figure (II-65) présente les courbes 
donnant le coefficient correcteur en fonction du rapport des modules d’élasticité pour différents 
coefficients de frottement µ2  
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Figure II-65 :  Coefficient correcteur αvis-tar en fonction du rapport des couples de matériau pour différents valeurs du 
coefficients de frottement µ2  
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Le coefficient αvis-tar évolue linéairement en fonction du rapport Evis/Etar. On retrouve comme dans 
le cas de l’assemblage vis/écrou normalisé des valeurs identiques lorsque les matériaux de la vis et 
de la pièce sont identiques. Dans la mesure où le coefficient αvis-tar nous permet de calculer une 
longueur équivalente ramenée au matériau de la vis, lorsque le module d’élasticité de la pièce 
taraudée est supérieur à celui de la vis, il est logique d’obtenir une longueur équivalente de la vis 
plus faible. La figure II-66 présente les courbes moyennes donnant le coefficient correcteur en 
fonction du coefficient de frottement pour différents couples de matériaux.  
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Figure II-66 :  Coefficient correcteur αvis-tar en fonction du coefficient de frottement µ2 pour différents couples de 
matériau 
 
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Titane, un 
coefficient de frottement µ2=0,2 on obtient sur la figure II-66 une valeur moyenne à partir de la 
formule empirique : α vis-tar=-0,44 µ2+1=0,912.  
Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 0,8904 d’où une erreur relative de 2,5%. 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Acier et un taraudage en Aluminium, 
coefficients de frottement µ2=0,3 on obtient sur la figure II-66 une valeur moyenne à partir de la 
formule empirique : α vis-tar=-0,57 µ2+1,2=1,03.  
Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 1,058 d’où une erreur relative de 2,5%. 
 
II.3.4.3 DEMARCHE DE DETERMINATION DE LA RAIDEUR D’UN TARAUDAGE  
Les résultats précédents nous permettent de calculer la raideur des pièces taraudées de grande 
dimensions. Notons que l’influence du coefficient de frottement est beaucoup moins importante que 
dans le cas de l’écrou. Il en est de même pour l’influence des couples de matériaux. Rappelons que 
ces résultats ne concernent que des pièces de dimensions (Dext>3Da ; H>1,5hnormalisée) avec un 
nombre suffisant de filets en prise (Nbre de filets en prise > 7). 
La démarche proposée ci-dessous synthétise les résultats obtenus : 
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-1- dans le cas où le matériau de la vis et le matériau du taraudage sont identiques : 
Si 0≤ µ2≤ 0,35   2taraudagevis µ27,078,0 ⋅−=α −  
Si µ2≥0,35      69,0taraudagevis =α −  
-2- dans le cas où le matériau de la vis et le matériau de l’écrou sont différents : 
     2taraudagevis µBA ⋅−=α −    II. 37 
Si 0≤ µ2< 0,35 21,0]1E
E
[78,0A
écrou
vis ⋅−+=  15,0]1
E
E
[27,0B
écrou
vis ⋅−+=   
Si µ2≥0,35     16,0]1E
E
[7,0
taraudage
vis
taraudagevis ⋅−+=α −   II. 38 
 
 
II.3.4.4 RAIDEUR D’UNE PIECE TARAUDEE DE PETITES DIMENSIONS 
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Figure II-67 :  Comparaison des dimensions des modèles. 
 
Pour compléter l’étude précédente, il reste à traiter le cas de pièces taraudées quelconques dont les 
caractéristiques géométriques se situent entre celles de l’écrou normalisé et celles de la pièce 
taraudée de grandes dimensions (figure II-67 b).  
Nous traçons les courbes donnant αvis-écrou en fonction du diamètre extérieur de l’écrou pour 
différentes hauteurs, (figure II-68) puis en fonction de la hauteur de l’écrou pour différents 
diamètres extérieurs (figure II-69). 
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Figure II-68 : Coefficient correcteur α en fonction du Dex /Da pour différent H de l’écrou. 
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Figure II-69 : Coefficient correcteur α en fonction du H/Hnormalisée pour différent Dex de l’écrou. 
 
Nous proposons à partir des résultats obtenus une formule analytique valable dans le cas où les 
dimensions de la pièce taraudée (écrou non normalisé) sont plus grandes que les dimensions de 
l’écrou normalisé, et moins grandes que les dimensions du taraudage standard étudié en II.3.4.2. 
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avec : H : hauteur de la pièce taraudée 
Dext : diamètre extérieur de la pièce taraudée 
 
Pour vérifier cette formule empirique, nous avons calculé les coefficients correcteurs α vis-écr-tar d’un 
écrou non normalisé à partir de l’énergie de déformation, et nous avons comparé α calculé à partir de 
la formule. L’écart relatif ne dépasse pas 2% (tableau II.8). 
Exemple : vis M20, Da =30mm ; Hnormalisé =16mm ; αvis-écrou =1,075 ; αvis-tar = 0,777  
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H Dex-écrou We(écr) tot We(vis) tot α (écr) α (vis) α vis-écr-tar α calculé écart 
16mm 60mm 5368,8 6134,4 0,426891445 0,487766891 0,914658336 0,916363878 0,001861207
20mm 60mm 4826,4 6147,6 0,383763387 0,488816467 0,872579854 0,883183602 0,012006278
Tableau II.8 :Comparaison les coefficients correcteurs α vis-écr-tar et α calculé . 
 
Conclusion : Les valeurs du coefficient correcteur αvis-taraudage  dans le cas d’une pièce taraudée de 
faibles dimensions sont comprises entre 0,82 et 1,05 selon les dimensions de la pièce taraudée 
(écrou non normalisé). La recommandation allemande VDI [52] et FUFUOKA [24] ne traitent pas 
ce cas et préconisent une valeur moyenne du coefficient correcteur α =0,85 (cas de l’écrou 
normalisé). Cette valeur est d’ailleurs erronée car elle correspond à celle obtenue avec un 
coefficient de frottement moyen alors que pour un écrou dans le cas classique de mise en 
précontrainte par rotation de l’écrou αvis-écr = 1,05.  
L’étude ci-dessus présente donc une avancée importante en permettant de calculer l’ensemble des 
raideurs d’une pièce taraudée en fonction des différents paramètres géométriques et du couple de 
matériaux. 
 
 
II.3.4.5 CONCLUSION : 
Dans cette partie, nous avons établi un ensemble de formulations simples permettant de calculer 
avec une bonne approximation (quelques%) la raideur équivalente d’un boulon (vis-écrou) ou d’une 
vis et de son taraudage. Tous les paramètres fonctionnels ont été pris en compte et nous avons 
étudié leur influence. Pour les cas déjà étudiés dans la littérature nous retrouvons des valeurs 
comparables. A ces résultats nous avons ajouté ceux relatifs aux vis à tête fraisée et aux vis dans un 
taraudage quelconque ainsi que pour tous les cas l’influence des couples de matériaux vis/écrou et 
vis/pièce qui sont autant de situations qui n’avaient pas été étudiées jusqu’ici. Nous pensons que 
l’ensemble permet de calculer la raideur équivalente de ces éléments d’assemblage avec une bonne 
précision quelle que soit la situation. 
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II.4 MODELISATION DES PIECES ASSEMBLEES  
II.4.1 ASSEMBLAGE PAR BOULON 
II.4.1.1 DEFINITION DU MODELE 
Le modèle de calcul couramment utilisé est celui de la figure II-70 pour lequel on recherche une 
aire de section équivalente Ap pour une pièce assemblée de longueur Lp [28];[42];[52] ; qui, chargée 
uniformément, donne la même raideur que la pièce réelle. Comme pour les vis et les boulons, la 
raideur équivalente Kp est calculée par la méthode de l’énergie de déformation élastique de la pièce 
d’écrite en § II.1.2.2. On a : 
2
p
p
p F
W2
K
1S
⋅==  
 
 Lp 
Dt 
 Da 
 Lp/2
 Lp/2 
 Dp 
Ap 
a- définition des pièces assemblées 
b- modèle équivalent de 
même raideur 
Lp 
p
pp
p E
KL
A
⋅=   Da 
 
Figure II-70 :  Modèle équivalent pour calculer la raideur de la pièce assemblée. 
 
Le modèle « éléments finis » retenu est le même que celui utilisé pour étudier la raideur de la tête de 
la vis paragraphe II.2.2 avec le même maillage et les mêmes conditions aux limites. De la même 
manière que WILEMAN [57], RASMUSSEN [44] et MASSOL [42], on raisonne sur un demi 
assemblage. On se limite dans un premier temps à des assemblages de pièces cylindriques de 
révolution. Nous pouvons alors raisonner comme dans le cas du boulon sur un secteur angulaire de 
3°. Les paramètres retenus sont définis figure II-71. 
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 Da/2 
h 
Lp/2 
Dt/2 
d/2 
Dp/2 
 Lp 
 dt 
 Da 
 Dp 
d
h 
 
Figure II-71 : Définition des paramètres de l’assemblage. 
 
Les résultats seront donnés en fonction de paramètres géométriques sans dimension exprimés par 
rapport au diamètre d’appui de la tête de la vis Da qui est le paramètre le plus influant. 
  
a
p*
p
a
t*
t
a
p*
p D
L
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D
D
D;
D
D
D ===    II. 40 
La section équivalente réduite (adimensionnelle) s’écrit alors : 
    2
a
pièce*
p D
A
A =     II. 41 
On vérifie dans un premier temps que la rigidité de la tête ou de l’écrou influe peu sur la raideur des 
pièces assemblées. La figure II-72 illustre les deux configurations d’étude. 
 
 Da 
 Lp/2
 Dp 
a- Demi assemblage avec écrou 
 Da 
 Lp/2 
 Dp 
 d 
Dt 
b- Demi assemblage avec tête de vis 
 Dt 
 
Figure II-72 :  Comparaison les deux modèles de calcul étudiés. 
 
Les écarts obtenus entre une étude sur un demi-assemblage avec tête de vis et une étude sur un 
demi-assemblage avec écrou sont condensés dans le tableau II.9. 
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Dp* Ap* 
vis-écrou 
Ap* 
vis avec tête
Ap* 
(Massol) 
Ap* 
(Rasmussen) 
Ecart relatif % 
(écrou/tête) 
1 0,384 0,388 0,391 0,3914 0,88 
2 0,782 0,797 0,894 0,811 1,97 
3 0,829 0,85 0,956 0,863 2,04 
4 0,8438 0,863 0,9733 0,878 2,35 
5 0,846 0,867 0,98 0,884 2,41 
Tableau II.9 : Section équivalente réduite Ap* pour des pièces en contact avec l’écrou/la tête de la vis. 
 
L’écart relatif entre les sections équivalentes calculées avec un écrou et avec une tête de vis ne 
dépasse pas 2,5%. Il reste donc très faible ce qui nous conduit à travailler sur le modèle de ½ 
assemblage avec tête de vis plus simple à modéliser. 
Nous constatons déjà sur le tableau que la section équivalente obtenue est proche de celle proposée 
par RASMUSSEN [44]. La modification des coefficients de la formule de RASMUSSEN proposée 
par MASSOL (formule I-17) ne nous semble pas pertinente (voir § I.5.4). 
En effet, si nous nous intéressons à l’influence des différents paramètres dans les deux cas extrêmes 
pour lesquels nous connaissons la raideur théorique Dp → Dt et Lp → 0, nous constatons que 
l’expression proposée par MASSOL n’est pas cohérente. 
 
Cas d’un tube cylindrique mince : Dp* tend ver Dt* (figure II-73). 
 
 
 Lp 
 Dt 
 Da 
 Dp 
d 
h Dt Dp 
)2tD
2
pD(4pA −=π
 
Figure II-73 : Cas d’un tube cylindrique mince  
 
En s’appuyant sur la formule de RASMUSSEN : 
  ( ) ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−⋅
−⋅++⋅⋅−⋅+−⋅π= − 2*
t
2*
p
2*
p
*
p12*
p
2*
t
*
p DD2
1L21L35,0
tan1D
2
1D1
4
A   II. 42 
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et en faisant tendre Dp* vers Dt*, on obtient : 
( ) ( ) ( )2*t2*p2*p2*t*p DD421D21D14A −⋅π=π⋅−⋅+−⋅π=  
soit pour  0ADD *p
*
t
*
p →→
En s’appuyant sur la formule de MASSOL :  
  ( ) ( ) ( ) ⎥⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−⋅
−⋅++⋅⋅−⋅+−⋅π= − 2*
t
2*
p
2*
p
*
p12*
p
2*
t
*
p DD04,2
1L21L35,0
tan1D61,0D1
4
A  II. 43 
et en faisant tendre Dp* vers Dt*, on obtient : 
( ) ( )
2
1D61,0D1
4
A 2*p
2*
t
*
p
π⋅−⋅+−⋅π=  
soit pour  0valeurADD *p
*
t
*
p ≠→→
On tend bien avec la formule de Rasmussen vers Ap=0 ce qui n’est pas le cas de la formule 
modifiée par Massol. 
 
Cas d’une plaque cylindrique de faible épaisseur : Lp* tend ver 0 (figure II-74). 
En faisant tendre Lp* vers 0, dans les deux formulations on obtient : 
( )2*t*p D14A −⋅π=  
ce qui correspond à une section ( )2t2ap DD4A −⋅π=  
 Lp 
Dp 
Dt Da 
)DD(4A
2
t
2
ap −⋅=π  
Da 
Dt 
a) Pièce de faible épaisseur  b) Section équivalente limite 
 
Figure II-74 : Cas d’une plaque cylindrique de faible épaisseur 
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Dans ce cas, la valeur limite est la même pour les deux formulations et correspond bien à une 
compression uniforme limitée au diamètre Da. 
Nous voyons ici que la formulation (II-42) de Rasmussen [44] est cohérente, et quelle représente, à 
notre avis, la meilleure expression de la littérature, pour le calcul de la section équivalente Ap. Il 
sera donc logique que l’on s’appuie sur elle pour traduire les résultats obtenus à partir de nos 
nombreuses simulations numériques. 
 
II.4.1.2 INFLUENCE DES DIFFERENTS PARAMETRES 
Les différentes études ont montré que le diamètre des pièces assemblées Dp, leur longueur Lp ainsi 
que le jeu radial au niveau du trou de passage Dt sont les paramètres les plus influents. 
Nous nous intéressons dans un premier temps aux paramètres « extérieurs » : rapport hauteur de 
tête/diamètre nominal, diamètre nominal, diamètre de la tête, coefficient de frottement. 
Dans un deuxième temps, nous exploitons la formule de Rasmussen en étudiant l’influence des 
principaux paramètres : Dp, Dt et Lp pour éventuellement y apporter des corrections. 
 
II.4.1.2.1 Influence du rapport h/d  
Nous avons vu que le rapport hauteur de tête sur diamètre nominal de la vis h/d influe beaucoup sur 
la rigidité de la tête de la vis. Il nous semble alors opportun d’étudier son effet sur la rigidité des 
pièces assemblées. 
Les résultats sont donnés (figure II-75) pour un diamètre nominal d=20mm, un jeu radial réduit et 
des dimensions de pièces fixées Lp*=0,83 ; Dp*=5 . Le coefficient de frottement est pris égal à 0. 
 
 M20 ; Lp*=0,83 ; dt=21mm
0,8 
0,9 
1 
1,1 
1,2 
0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 
h/d 
A p * 
Ap*(Massol)
Ap*(Rasmussen)
Ap*(Lp*0,83)µ0
 
Figure II-75 :  Section équivalente réduite en fonction du rapport h/d 
 
On constate une évolution de la section équivalente réduite en fonction de la hauteur de tête pour 
des valeurs très faibles de h/d. On remarque que les courbes tendent très rapidement vers une 
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asymptote horizontale, ce qui indique que la raideur de la pièce assemblée n’évolue presque plus à 
partir d’un rapport h/d relativement faible (proche de 0,5).  
Les valeurs normalisées du rapport h/d sont situées autour de 0,65. Nous pouvons donc considérer 
que ce paramètre n’influe pas sur la raideur des pièces assemblées. 
Remarque pour le concepteur : Nous pouvons cependant attirer l’attention sur le fait que le choix 
d’une hauteur de tête très faible altère sensiblement les raideurs des différents éléments composant 
l’assemblage. 
 
II.4.1.2.2 Influence du diamètre nominal de la vis d  
Nous fixons à présent le rapport h/d à la valeur normalisée 0,65. Les courbes obtenues donnent la 
section équivalente réduite Ap* en fonction du diamètre nominal de la vis. Les diamètres de tête 
ainsi que les diamètres des trous de passage sont donnés par la norme (tableau II.5). 
Les valeurs adimensionnelles des pièces assemblées sont également fixées (Lp*=2 et Dp*=5). Elles 
sont définies par rapport au diamètre de tête Da donné par la norme.  
 
 Acier/acier ; µ=0
0,8 
0,9 
1 
1,1 
1,2 
1,3 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 
d 
A p * 
Ap* (EF)
Ap* (Massol)
Ap* (Rasmussen)
 
Figure II-76 : Variation des sections équivalentes réduites en fonction du diamètre nominale de la vis. 
 
 Acier/acier; µ=0
0,8 
0,9 
1 
1,1 
1,2 
1,3 
0,6 0,62 0,64 0,66 0,68 0,7 0,72 
dt* 
A p * 
Ap* (EF)
Ap*(Massol)
Ap*(Rasmussen)
 
Figure II-77 : Variation des sections équivalentes réduites en fonction du diamètre de passage de la vis. 
 
Chapitre II : Raideurs des différents éléments composants l’assemblage  
 
  94
On observe des variations relativement faibles de la section équivalente réduite Ap* en fonction du 
diamètre nominal de la vis. Les écarts obtenus peuvent s’expliquer par les différences constatées sur 
la valeur du jeu radial normalisé. En effet, ce paramètre est très influent et son écart relatif par 
rapport au diamètre n’est pas constant (tableau II-5). Les figures II-76 et II-77 montrent bien cette 
influence. 
Pour un coefficient de frottement nul, nous constatons sur toutes les courbes, un écart relatif très 
faible (environ 2%) entre les résultats obtenus par éléments finis et ceux donnés par RASMUSSEN 
[38] . Par ailleurs, les écarts entre les résultats obtenus par éléments finis et ceux donnés par 
MASSOL [42] sont plus importants (écart relatif proche de 10%). 
 
II.4.1.2.3 Influence du coefficient de frottement tête de vis-pièces assemblées µ. 
Nous constatons que les résultats obtenus par éléments finis sont assez éloignés des études menées 
par MASSOL avec des écarts parfois importants pouvant atteindre 12% dans le cas de dimensions 
importantes des pièces assemblées. On peut supposer que ces écarts proviennent des hypothèses 
posées pour modéliser le contact (glissement total (µ=0) et adhérence au contact (µ=∞)). Il nous 
semble donc important de mesurer avec précision l’influence du coefficient de frottement tête de la 
vis/pièces assemblées. 
Les formulations données par MASSOL et par RASMUSSEN ne font pas intervenir µ. 
L’expression de MASSOL est basée sur une moyenne entre le cas de glissement total et le cas 
d’adhérence au contact. 
Nous traçons pour différents diamètres nominaux la valeur de Ap* en fonction du coefficient de 
frottement µ en fixant les valeurs adimensionnelles des pièces assemblées (Lp*=2 , Dp*=5 et jeu 
réduit). 
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Figure II-78 :  Variation des sections équivalentes réduites en fonction du coefficient de frottement sous-tête de la vis 
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Nous pouvons comparer ensuite la moyenne obtenue pour les différentes valeurs de d avec les 
résultats donnés par RASMUSSEN. 
Les courbes donnant la section équivalente réduite en fonction du coefficient de frottement 
possèdent toutes la même allure. La valeur de Ap* augmente dans un premier temps légèrement puis 
tend vers une asymptote horizontale à partir de µ=0,2. Les écarts relatifs entre les valeurs obtenues 
pour µ=0 et celles obtenues pour µ=0,2 sont situés autour de 6%. Les écarts importants sont obtenus 
pour des valeurs adimensionnelles Dp* et Lp* importantes. 
Dans la suite de notre étude, nous étudierons la raideur équivalente des pièces assemblées pour deux 
valeurs du coefficient de frottement µ=0 et µ=0,2. En effet, au delà de la valeur µ=0,2, la valeurs de 
Ap* n’évolue quasiment plus. 
 
II.4.1.2.4 Influence du diamètre de la pièce assemblée DP 
Le diamètre extérieur des pièces assemblées est un paramètre qui influe fortement sur la raideur.  
On imagine aisément que, lorsque Dp devient grand, la valeur de la section équivalente tend vers 
une asymptote horizontale. C’est ce que l’on observe à partir des expressions de MASSOL [42] ou 
de RASMUSSEN [44]. 
On peut également penser que, lorsque Dp<Da, la rigidité des pièces assemblées correspond 
sensiblement à celle d’un tube de diamètre extérieur Dp et de diamètre intérieur Dt comprimé 
uniformément ; c'est-à-dire Ap = Aréelle. 
La figure II-79 illustre ces deux remarques. 
b) c)a) Dp>>Da Dp>Da Dp<Da 
 
Figure II-79 :  Allure de la zone comprimée dans les pièces assemblées. 
 
Les courbes (Figure II-80) présentent une comparaison de la section équivalente réduite en fonction 
du diamètre des pièces assemblées, calculée à partir du modèle « éléments finis » avec celles 
données par RASMUSSEN et MASSOL. Les résultats sont donnés pour une vis de diamètre 24mm 
et deux hauteurs adimensionnelles des pièces assemblées Lp*=0,83 et Lp*=3,33. Pour chaque 
simulation, on fixe les deux valeurs du coefficient de frottement sous tête de la vis µ=0 et µ=0,2. Le 
jeu radial normalisé est réduit. 
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On observe bien une asymptote horizontale lorsque les valeurs du diamètre extérieur des pièces 
assemblées devient grand (figures II-80). Cette asymptote s’amorce d’autant plus tôt que la hauteur 
de la pièce est faible (Lp* petit). Cette observation peut être illustrée par la figure II-81.  
Les valeurs obtenues pour Ap* se situent autour de 0,4 pour un diamètre de pièce égal au diamètre 
de tête. Nous nous approchons alors du cas d’un cylindre mince en compression uniforme dont 
l’aire de la section est égale à : ( ) 2a2t2ap D2,1DD4A ⋅=−⋅π=  
Pour Dp*=1 (soit Dp= Da), La valeur de Ap* est donc théoriquement légèrement inférieure à 0,436 
étant donné le jeu radial. C’est ce que l’on observe sur les courbes obtenues. 
Les valeurs obtenues pour Ap* augmentent sensiblement lorsque le diamètre extérieur de la pièce 
augmente. On observe des écarts plus importants pour des valeurs élevées de Lp*. 
Ap* tend vers une valeur proche de 0,6 pour Lp*=0,83. 
Ap* tend vers une valeur proche de 1,6 pour Lp*=3,33. 
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Figure II-80 :  Variation des sections équivalentes réduites en fonction du diamètre de la pièce assemblée 
 
Exemple: d=20mm, dt=21mm, Lp=48mm, Da=30mm, h=13mm Dp=30mm, Ap*(E.F.)=0,8258 
Ap*(Rasmussen)=0,847 ; écart relatif : 2,5% - Ap* MASSOL=0,929 ; écart relatif : 12,5% 
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On se situe généralement sur les courbes (figures II-80) entre les valeurs données par 
RASMUSSEN et les valeurs données par MASSOL. Cependant, les résultats sont plus proches de 
ceux de RASMUSSEN en particulier pour un coefficient de frottement voisin de 0. 
Les écarts relatifs avec les résultats donnés par MASSOL [42] sont parfois importants et peuvent 
atteindre 12%. 
Lp1 
 Da 
 Dp 
 Lp2
Dt
 Da
 Dp 
 Lp3
Dt 
 Da 
 Dp 
 
Figure II-81 : Assemblage avec différentes longueurs de pièces. 
 
 
II.4.1.2.5 Influence de la longueur de la pièce assemblée Lp* 
Nous nous intéressons maintenant à l’influence de la longueur de la pièce Lp*. 
Nous avons constaté dans le chapitre précédent la forte influence de Lp* en particulier pour des 
diamètres extérieurs de pièces élevés. 
Nous traçons les courbes donnant la section équivalente réduite en fonction de la hauteur réduite de 
la pièce assemblée pour trois valeurs de diamètre nominal de la vis (Figures II-82).  
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Figure II-82 :  Variation des sections équivalentes réduites en fonction de la hauteur réduite de la pièce assemblée 
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Les courbes obtenues sont quasiment linéaires dans le domaine étudié 0,58 < Lp*< 4,5. On observe 
des écarts assez faibles entre les résultats obtenus par éléments finis et ceux calculés en utilisant la 
formule de RASMUSSEN, pour un coefficient de frottement sous tête égal à 0. 
Pour une vis de diamètre nominal d=30mm, les résultats sont proches de ceux obtenus par 
MASSOL. Ils s’en éloignent pour des diamètres nominaux plus faibles. 
Nous nous intéressons alors à des valeurs de Lp* soit très grandes (supérieures à 4,5), soit plus 
faibles (inférieures à 0,5).Les résultats sont donnés figure II-83 et figure II-84 pour une vis de 
diamètre nominal 24mm. Dans les domaines 0,002 < Lp*< 0,5 et Lp*> 5, la linéarité n’apparaît plus.  
Les résultats obtenus restent toujours très proches de ceux donnés par RASMUSSEN en particulier 
pour des valeurs élevées de Lp* et pour µ=0 (figures II-83 ; II-84). 
Ce n’est plus le cas lorsque Lp* devient très petit (figure II-83). On observe alors une diminution 
nette de l’aire de la section équivalente. Ce résultat est confirmé par les courbes (figure II-85) 
tracées pour un diamètre des pièces assemblées égal au diamètre de la tête de la vis (Dp*=1). 
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Figure II-83 :  Variation des sections équivalentes réduites pour des valeurs importantes de Lp*. 
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Figure II-84 : Variation des sections équivalentes réduites pour des valeurs faibles de Lp*. 
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 Dp*=1 ; dt=25mm
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Figure II-85 : Variation des sections équivalentes réduites en fonction de hauteur réduite de la pièce assemblée. 
 
Pour le cas étudié, Da=30mm et Dt=25mm, la formule de RASMUSSEN donne alors : 
( ) ( ) 406,0
1296
6251296
4D
DD
4
A 2
a
2
t
2
a*
p =−⋅π=
−⋅π=  
Les valeurs obtenues par le logiciel E.F. sont proches de 0,3. Cette différence vient de la 
déformation de la tête de la vis qui engendre à l’interface des charges concentrées au bord du trou 
de passage (figure II 86). Si l’on reprend la simulation en prenant une vis infiniment rigide, on 
retrouve normalement la valeur de Ap* obtenue par RASMUSSEN égale à 0,406 (figure II-86) et 
donnée par une compression uniforme. 
 
 
A- vis - pièce mince de même matériau 
 
 
B- vis très rigide- pièce mince
 
Figure II-86 :  Déformations des pièces quand Lp* devient petit. 
 
Les effets de bord observés ici dépendent également du jeu radial relatif. 
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II.4.1.2.6 Influence du diamètre du trou de passage dt 
Pour chaque diamètre nominal de la vis, la norme donne également trois diamètres normalisés du 
trou de passage de la vis (fin, moyen et large) (Tableau II.5). 
 
 M24; Acier/Acier; Dp*=2 
0,4 
0,8 
1,2 
1,6 
2 
0,68 0,7 0,72 0,74 0,76 0,78 0,8 
dt* 
A p * 
Ap*(Lp*3,33) Ap*(Rasm)Lp*3,33
Ap*(Lp*2,7) Ap*(Rasm)Lp*2,7
Ap*(Rasm)Lp*0,83 Ap*(Lp*0,83)
Ap*(Rasm)Lp*1,6 Ap*(Lp*1,6)
Ap*(Rasm)Lp*1,9 Ap*(Lp*1,9)
 
Figure II-87 :  Sections équivalentes réduites en fonction du diamètre réduit de passage de la vis pour plusieurs 
hauteurs de pièces assemblées 
 
La figure II-87 montre l’influence non négligeable du diamètre du trou de passage. On constate en 
effet que la raideur diminue d’environ 20% en passant d’un diamètre du trou de passage fin à un 
diamètre du trou de passage large. Les valeurs obtenues sont très proches de celles données par la 
formule de RASMUSSEN dans le cas étudié. Pour des longueurs de pièces Lp très grandes ou très 
faibles, les différences constatées sont sensiblement plus importantes. 
 
II.4.1.2.7 Influence du matériau de la vis 
Il reste à s’intéresser au cas où les matériaux du boulon et des pièces assemblées sont différents. Les 
résultats ci-dessous donnent pour différents diamètres nominaux de vis, le coefficient de section 
équivalente réduite en fonction du rapport Epièce/Evis. 
 
M24; µ=0,2
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1
1,1
1,2
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Evis/Epièce
Ap
*
EF_Lp*1,6_µ0,2
Ap*(Massol)
Ap*(Rasmussen)
M24; µ=0
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1
1,1
1,2
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3
Evis/Epièce
Ap*
,5
EF_Lp*1,6_µ0
Ap*(Massol)
Ap*(Rasmussen)
 
Figure II-88 : Section équivalente réduite en fonction du rapport Epièce/Evis pour plusieurs coefficients de frottement. 
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Nous constatons sur les courbes une influence relativement importante du rapport des modules 
d’élasticité sur la section équivalente réduite. En se référant au cas de matériaux identiques pour le 
boulon et pour les pièces, les écarts relatifs maximaux sont situés autour de 9%. 
On peut noter que le coefficient de section réduite diminue légèrement lorsque les pièces 
assemblées ont des modules d’élasticité plus importants. 
 
II.4.1.3 NOUVELLE FORMULE DE LA SECTION EQUIVALENTE REDUITE : 
Les études précédentes ont montré que la formule proposée par RASMUSSEN est globalement 
satisfaisante. La formule corrigée proposée par MASSOL donne de meilleurs résultats pour des 
diamètres nominaux de la vis importants et pour des coefficients de frottement élevés. Cependant, 
dans le cas général, cette correction ne nous semble pas opportune dans la mesure où dans certains 
cas elle majore beaucoup trop le coefficient de section réduite (environ 10%). 
La formule de RASMUSSEN, qui nous semble donc la plus pertinente, donne des résultats moins 
satisfaisants pour des hauteurs de pièces assemblées importantes et surtout pour des hauteurs de 
pièces assemblées très faibles (Lp*<0,5). 
Nous proposons donc de reprendre la formulation de RASMUSSEN et d’apporter une correction 
permettant de prendre en compte les différences constatées notamment dans le cas de longueurs de 
pièces très petites (§II.4.1.2.5). 
Le phénomène physique lié à l’écrasement de la pièce au voisinage de la tête de la vis ou de l’écrou 
nous conduit à modifier le premier terme de la formule afin de corriger la condition aux limites 
correspondant à une hauteur de pièce tendant vers 0. 
D’autre part, une étude plus fine sur les cas correspondant à des hauteurs de pièces assemblées 
importantes nous conduit à modifier le deuxième terme en le simplifiant quelque peu [10]. 
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Les courbes ci-dessous illustrent l’intérêt de la nouvelle formulation en particulier pour des pièces 
assemblées de hauteur très faible. 
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M24; dt=25 mm ;  Dp*=2
0.25
0.35
0.45
0.55
0.65
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Lp
*
Ap
*
Ap*(dt25)Dp*2-S-µ0
Ap*(dt25)Dp*2-S-µ0,2
Ap*(Rasmussen)Dp*2
Formule_Dp*2
 M24; dt=25 mm ;  D p * =2 
0
1
2
3
0 2 4 6 8 10
Lp*
Ap
*
Ap*(dt25)Dp*2-S-µ0 Ap*(dt25)Dp*2-S-µ0,2
Ap*(Rasmussen)Dp*2 Formule_Dp*2 
M24; dt=25mm ; Dp*=5
0.25
0.35
0.45
0.55
0.65
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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*
Ap
*
Ap*(dt25)Dp*5-S-µ0
Ap*(dt25)Dp*5-S-µ0,2
Ap*(Rasmussen)Dp*5
Formule_Dp*5
 M24; d t=25mm ; D p * =5 
0
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3
4
5
0 2 4 6 8 10
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Ap*(dt25)Dp*5-S-µ0 
Ap*(dt25)Dp*5-S-µ0,2 
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M24; dt=27,5mm ; Dp*=2
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M24; dt=27,5mm ; Dp*=5
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 M24; dt=27,5mm ; D p * =5 
0
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2
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4
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Lp
*
Ap
*
Ap*(dt27,5)Dp*5-S-µ0
Ap*(dt27,5)Dp*5-S-µ0,2
Formule 
Ap*(Rasmussen)Dp*5
 
Figure II-89 : Section équivalente réduite fonction de Lp* pour plusieurs diamètres de passage de la vis et pour Dp*=2 et 
Dp*=5. 
 
II.4.1.4 CONCLUSION 
L’étude sur la raideur des pièces assemblées a permis d’affiner la formule de RASMUSSEN utilisée 
jusqu’à présent pour le calcul de la section réduite. 
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Elle a mis en évidence une légère influence du coefficient de frottement sur le coefficient Ap* (de 
5% à 10%). La formule empirique de RASMUSSEN est mieux adaptée à des valeurs du coefficient 
de frottement proche de 0, ce qui ne correspond pas au cas réel (sauf serrage par la vis). 
Elle a également montré l’influence d’un couple de matériaux différents pour le boulon et les pièces 
assemblées. L’erreur relative commise ne dépasse pas là aussi 5%. 
Enfin, elle nous permet d’affiner la formule de RASMUSSEN pour la rendre plus juste dans le cas 
général et pour la rendre exploitable dans le cas de pièces assemblées de faible épaisseur Lp*<0,2 
(éq.II.44). 
Pratiquement, l’épaisseur des pièces assemblées Lp* est souvent supérieure à 0,2. Dans le cas des 
pièces assemblées assez épaisses Lp*>0,5, nous pouvons nous contenter d’une formulation 
simplifiée : 
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Cette formulation donne des résultats convenables, en particulier dans le cas de coefficients de 
frottement moyens µ=0,2.  
Dans le cas de coefficient de frottement nul, en remplace le coefficient 0,8 par 0,7 : 
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II.4.2 CAS DES PIECES ASSEMBLEES PAR VIS 
II.4.2.1 DEFINITION DU MODELE 
Le modèle « éléments finis » proposé respecte toujours la norme ISO NF ISO 262 [69 ; 70 ; 
71].  
Comme précédemment on se limite à un assemblage de pièces cylindriques mais ici on est 
conduit à étudier un assemblage complet, ce qui complique la mise en précontrainte. Le 
maillage est un maillage réglé identique à celui utilisé précédemment, et on étudie un secteur 
angulaire (problème axisymétrique) 
La vis est chargée en appliquant des éléments de contacts spéciaux (éléments GAP) sur des 
nœuds en vis à vis dans une section de la vis suffisamment éloignée des zones de contact et 
des singularités géométriques. Des efforts très grands imposés de part et d’autre des 
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éléments permettent alors de simuler l’état de chargement sur les nœuds, donné par le "jeu" 
initial. Les éléments entre les surfaces de contact vis/trou taraudé et pièce taraudée/pièce 
assemblée intègrent les phénomènes de frottement. 
 
Eléments Gap
X
Y
Z
filets en prise 
 
Figure II-90 :  Modèle éléments finis (maillage). 
 
Comme pour les études antérieures (VDI [55]), nous cherchons dans le cas de l’assemblage par vis 
à nous ramener au cas des pièces assemblées par boulon (§ II.4.1).  
En observant l’évolution des contraintes axiales dans la pièce assemblée par vis, nous constatons 
qu’elle est analogue à celle obtenue dans le cas d’une pièce assemblée par boulon excepté au 
voisinage du contact pièce assemblée-pièce taraudée. 
 
 
Figure II-91 :  Répartition des contraintes dans l’ensemble précontraint. 
 
La déformation des filets au niveau du taraudage modifie sensiblement la répartition des contraintes 
pour se rapprocher du cas d’une pièce de longueur Lp serrée par un boulon (figure II-92 a). 
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Ainsi, nous pouvons en conclure que la section équivalente d’une pièce assemblée par vis peut être 
encadrée par la section équivalente d’une pièce de même longueur Lp assemblée par boulon (figure 
II-92 a) et par la section équivalente d’une pièce de longueur double 2Lp assemblée par boulon 
(figure II-92 c) 
  Kpièce_Lp  <  Kpièce_taraudage  <  Kpièce_2Lp 
 Lp 
dt 
 Da 
 Lp/2 
 Lp/2 
 Dp 
 2Lp
dt 
 Lp 
 Lp 
 Dp 
Lp
 Dp
 
Figure II-92 : Modèles d’assemblages par boulon existants et modèle d’assemblage par vis étudié 
 
L’étude sur la raideur des pièces assemblées par boulon nous a permis d’identifier les paramètres 
les plus influents. Nous proposons dans le cas des pièces assemblées par vis un plan d’expériences 
en introduisant tous ces paramètres. Nous fixons pour cette étude un diamètre nominal égal à 24mm 
et nous n’introduisons pas le coefficient de frottement comme facteur prépondérant (nous prenons 
ici µ=0). 
Enfin, nous interprétons les résultats obtenus pour dégager une loi. 
Les facteurs les plus influents sont : 
Lp*=Lp/Da longueur réduite de la pièce assemblée. 
Dp*= Dp/Da diamètre extérieur réduit de la pièce assemblée. 
dt*= dt/Da diamètre réduit du trou de passage de la vis. 
 
Pour chaque facteur nous fixons les niveaux suivants (tableau II.10) : 
 
Facteurs Niveaux 
Lp* 0,5 1 1,5 3 
Dp* 1 2 5  
dt* 0,694 0,722 0,777  
 
 
 
Tableau II.10: Niveaux des facteurs de l’étude. 
Donc notre plan d’expériences complet sera un plan à 4*3*3=36 essais. 
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II.4.2.2 RESULTATS OBTENUS A PARTIR DU PLAN D’EXPERIENCE. 
Les résultats obtenus nous permettent de mettre en place une formule analytique donnant la section 
équivalente réduite des pièces assemblées. Nous utilisons le logiciel de plan d’expérience JMP3.2 
[64] et nous nous appuyons sur une expression analogue à celle obtenue dans le chapitre précédent 
pour les pièces assemblées par boulon. 
Dans un premier temps, nous pouvons prendre l’expression analogue à celle mise en place 
précédemment (RASMUSSEN modifiée) qui approche au mieux les résultats « Elément Finis ». 
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Dans un deuxième temps, nous proposons une expression plus proche de celle obtenue dans le cas 
de la raideur équivalente des pièces assemblées par boulon. Nous cherchons alors à modifier 
uniquement le terme en Lp*. Les résultats obtenus par le plan d’expérience conduisent à considérer 
une longueur équivalente de la pièce assemblée égale à 1,8 Lp* cette valeur est bien conforme à 
l’hypothèse illustrée figure II-92. 
Cependant, le premier terme de l’expression (obtenu en posant Dp*=1) nécessite de définir des 
coefficients sensiblement différents comme nous le verrons un peu plus loin. 
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II.4.2.2.1 Etude de corrélation. 
Nous avons testé trois indices de qualité : 
1- Estimation de l’écart type S : 
( ) 2/12* )calcul(p* .)F.E(p2/1
PN
AA
PN
²differenceS ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−
−Σ=⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−
Σ=  
Avec :  N : nombre des essais   P : nombre de paramètres 
 
2- Coefficient de corrélation R² qui montre quelle est la part de corrélation entre les résultats E.F et 
la formule analytique. 
( )
( )2* moyen.)F.E(p* .)formule(p
2*
moyen.)F.E(p
*
.)F.E(p2
AA
AA
R
−Σ
−Σ=  
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3- L’écart relatif entre résultats E.F. et formule analytique : 
%100
* .).(
* )(* .).( ⋅−=
FEp
FormulepFEp
A
AArelatifécart  
Pour la formule (II.46) : 
S = 0,0209  R² = 0,99869  écart relatif maxi= 3,98% 
Pour la formule (II.47) : 
S = 0,0247  R² = 0,9664  écart relatif maxi = 5,14% 
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Figure II-93 :  Comparaison des résultats donnés par les formules à ceux obtenus par éléments finis. 
 
La deuxième formulation (eq. II.47) permet de conserver certains coefficients de la formule 
proposée dans le cas des pièces cylindriques de révolution assemblées par un boulon (eq. II.45). Les 
écarts obtenus nous conduisent donc à opter pour ce choix (figure II-94). 
 
II.4.2.2.2 Analyse des résultats 
Comme dans le cas de l’assemblage boulonné, nous traçons les courbes donnant le coefficient de 
section réduite Ap* en fonction de la longueur adimensionnelle Lp* et du diamètre adimensionnel 
Dp* (figure II-94). 
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Figure II-94 : Section équivalente réduite fonction de la longueur et du diamètre des pièces assemblées. 
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Les résultats obtenus montrent des allures de courbes similaires à celles des pièces assemblées par 
boulons (figure II-80) : on retrouve en effet une asymptote horizontale lorsque Dp* tend vers l’infini 
et la même évolution en fonction de Lp*. 
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Figure II-95 : Section équivalente réduite fonction de la longueur et du diamètre des pièces assemblées. 
 
Comme nous l’avons constaté précédemment, les résultats « éléments finis » peuvent être encadrés 
par les expressions de RASMUSSEN modifiées utilisant une longueur de pièce Lp et une longueur 
de pièce 2Lp (figure II-95). En observant la formule obtenue (éq.II.47), on retrouve dans le 
deuxième terme les mêmes coefficients que pour les pièces assemblées par boulons. Seul Lp est 
remplacé par 1,8Lp ce qui confirme l’interprétation physique précédente. On peut noter que ce 
terme est prépondérant pour des valeurs importantes du diamètre extérieur des pièces assemblées. Il 
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est logique de constater que les résultats sont toujours plus proches des résultats de la formule de 
RASMUSSEN pour 2Lp, la position relative des courbes restant sensiblement constante (figureII-
95). 
Le premier terme caractérise les effets de bord comme nous l’avons vu dans le cas des pièces 
assemblées par boulons. Il est obtenu en posant Dp*=1. 
Comme nous l’avons mis en évidence au chapitre précédent, la formule de Rasmussen ne tient pas 
compte des effets de bords, sensibles en particulier pour des épaisseurs de pièces faibles et pour des 
jeux radiaux importants. Ces effets sont plus importants pour un assemblage par vis que pour un 
assemblage par boulon, du fait de la déformation locale des filets (figures II-95). 
 
Nous observons également que les résultats VDI donnent une raideur plus importante dans tous les 
cas avec une erreur relative assez importante par rapport aux résultats obtenus par les éléments finis. 
En effet, les résultats VDI s’appuient sur une hypothèse simplificatrice liée à une répartition 
uniforme des contraintes sur la surface élémentaire et le calcul ne prend pas en compte les effets de 
bords qui apparaissent au voisinage de la tête de la vis. Enfin, le cas de l’assemblage par vis 
s’appuie sur une méthode simplifiée basée sur l’utilisation d’un coefficient multiplicateur W pour se 
ramener au cas d’un assemblage par boulon (§ I.5.2.7).  
Une analyse du modèle proposé par VDI confirme la tendance observée, à savoir l’obtention de 
raideurs de pièces largement majorées. Les erreurs relatives approchent même parfois 50% en 
particulier pour les faibles longueurs de pièce (Lp*=0,5) 
Pour compléter l’étude, il reste à déterminer l’influence du rapport des modules d’élasticité et 
l’influence du coefficient de frottement sur la détermination de la section réduite. Les résultats 
obtenus sont illustrés sur la figure II-96. 
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Figure II-96 :  Section réduite en fonction du rapport Evis/Epièce pour deux coefficients de frottement 
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Dans le cas de l’assemblage avec tête cylindrique, l’influence des matériaux reste faible (§II-
4.1.2.7). Dans le cas des vis à tête fraisée, la section réduite croît lorsque le rapport des modules 
d’élasticité (matériau de la pièce plus déformable) augmente avec une évolution quasiment linéaire. 
Nous proposons deux formulations basées sur la formule II-47. Elles prennent en compte 
l’évolution de Ap* en fonction du rapport des modules d’élasticité Evis/Epièce et du coefficient de 
frottement µ sous la tête de la vis et entre les filets. 
Pour µ=0 : 
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Pour µ=0,2 :  
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les résultats obtenus donnent un écart relatif maximum de l’ordre de 3%. 
 
II.4.2.3 CONCLUSION 
Nous avons mis en place une formulation pour calculer la section équivalente réduite dans le cas de 
pièces assemblées par vis, en utilisant un plan d’expérience, et en nous appuyant sur les résultats 
obtenus lors de l’étude de la raideur des pièces assemblées par boulon. 
La formulation donne des résultats satisfaisants, l’erreur relative maximale constatée restant 
inférieure à 5%. 
 
II.4.3 CAS DES PIECES ASSEMBLEES PAR VIS A TETE FRAISEE 
II.4.3.1 MISE EN PLACE DU MODELE 
Si le problème des pièces assemblées a fait l’objet de plusieurs études [42] ; [44] ; [54], ces auteurs 
n’ont pas traité le problème de la raideur des pièces assemblées par vis à tête fraisée ( figure II-33). 
Nous avons vu au paragraphe §II.3.2.2 que la forme de la tête de la vis à tête fraisée (par rapport à 
la vis à tête cylindrique) influe de manière non négligeable sur la rigidité de la tête. En effet, le 
déplacement sous tête est plus important à µ=0 et la rigidité de la tête lorsque le coefficient de 
frottement devient grand (figure II-36) est comparable à celle de la vis à tête cylindrique. 
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Il nous semble intéressant de rechercher une analogie entre l’étude des pièces assemblées par vis à 
têtes cylindriques et celles assemblées par vis à têtes fraisées  
Les dimensions normalisées sont données sur la figure II-97. 
Nous raisonnons comme précédemment sur un modèle donnant la section réduite Ap* (figure II-70). 
 
Lp/2
a=2*d 
d 
Lp/2 
dt 
d 
h=0,65*d 
45° 
D p D p 
D a=1,5*d
a) Tête fraisée b) Tête cylindrique  
Figure II-97 :  Paramétrage et modèle de calcul. 
 
 
 
  
Figure II-98 :  Zones de compression pour deux pièces pour un assemblage par vis à tête fraisée et par vis à tête H 
 
 
II.4.3.2 INFLUENCE DES PARAMETRES 
Etant données les différences observées sur les deux têtes de vis, nous nous intéressons à la section 
réduite en fonction du coefficient de frottement pour différents diamètres nominaux de la vis (10 ; 
16 ; 20 ; 24 et 30mm) . Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure II-99. 
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Ils montrent que l’influence du coefficient de frottement sur la raideur des pièces assemblées dans 
le cas de la vis à tête fraisée est plus importante en comparaison de l’assemblage par vis à tête 
cylindrique. Nous nous plaçons dans un premier temps à µ=0. 
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0,6
0,7
0,8
0,9
1
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
0 0,1 0,2 0,3 0,4
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Figure II-99 :  Section réduite en fonction de µ pour différentes valeurs de d. 
 
Les courbes ci-dessous (figure II-100) donnent l’allure de la section équivalente Ap* en fonction de 
Lp* et Dp*. 
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Figure II-100 :  Section réduite en fonction de Lp* et de Dp* pour vis à tête fraisée de d=20mm. 
 
Nous constatons que ces allures sont identiques à celles présentées précédemment pour les pièces 
assemblées par une vis à tête cylindrique (figures II-79, II-81). 
Cependant, la formulation donnée dans le cas de l’assemblage par vis à tête cylindrique (éq II-45), 
ou la formulation de RASMUSSEN [44] donne des résultats très éloignés des résultats obtenus. 
Nous recherchons alors une expression de même nature que celle proposée précédemment (cas 
d’assemblage par vis cylindrique) en tenant compte de la géométrie imposée par ce type de vis. 
L’idée consiste à identifier un diamètre de tête équivalent et une longueur de pièce assemblée 
équivalente permettant de nous ramener au cas précédent. 
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Les recherches menées sur le modèle illustrés par la figure II-101 nous ont conduit à proposer les 
valeurs adimensionnelles suivantes : 
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Figure II-101 :  Modèle de calcul des pièces assemblées par vis à tête fraisée. 
 
A partir de ces données adimensionnelles, nous trouvons une formulation analogue à celle des vis à 
tête cylindrique pour un coefficient de frottement sous la tête de la vis nul µ=0 : 
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En comparant les résultats obtenus par éléments finis à ceux donnés par la formulation (II-50), nous 
constatons des écarts relatifs calculés faibles à l’exception des faibles valeurs de diamètre et 
d’épaisseur de pièce (figure II-102). Cette constatation nous semble justifiée car les effets de bord 
deviennent alors prépondérants.  
Nous avons noté (figure II-99) que l’influence du coefficient de frottement est plus importante dans 
le cas d’une vis à tête fraisée que dans le cas d’une vis à tête cylindrique. Aussi, nous proposons de 
faire évoluer la formulation (II-50) pour tenir compte d’un coefficient de frottement de µ=0,2 : 
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M20; vis à tête fraisée; a=2*d; µ=0
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Figure II-102 :  Section réduite en fonction de Lp* et de Dp*  
 
De la même façon que pour les vis à tête cylindrique, nous nous intéressons au cas où les matériaux 
du boulon et des pièces assemblées sont différents. La figure II-103 donne pour deux diamètres 
nominaux de vis, le coefficient de section équivalente réduite en fonction du rapport Epièce/Evis. 
Nous constatons une influence du rapport des modules d’élasticité plus importante que dans le cas 
de vis à tête cylindrique (figureII-88) ce qui semble logique étant donnée la géométrie du contact. 
En se référant au cas de matériaux identiques pour le boulon et pour les pièces, les écarts relatifs 
sont voisins de 13%. 
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Figure II-103 :  Section réduite en fonction du rapport Evis/Eécr  
 
On peut noter que le coefficient de section réduite augmente légèrement lorsque les pièces 
assemblées ont des modules d’élasticité plus importants contrairement au cas de la vis à tête 
cylindrique. L’allure des résultats obtenus étant linéaire, on peut proposer la formulation suivante : 
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II.4.4 CONCLUSION  
Dans cette partie, consacrée à la raideur équivalente des pièces cylindriques, nous avons montré que 
parmi les formulations actuellement proposées, c’est celle de Rasmussen [44] qui donne les 
résultats les plus proches des nôtres. La formule proposée, unique et adimensionnée, est, à notre 
avis, la meilleure manière d’exprimer la raideur équivalente des pièces, pour une situation de 
l’assemblage donné. 
Nous avons donc utilisé le même type de formulation en améliorant la précision et en augmentant la 
généralité (prise en compte des pièces de très faible épaisseur). D’autre part, nous avons pris en 
compte un paramètre supplémentaire caractéristique du couple de matériaux (vis- pièce) sous la 
forme du rapport de leurs modules d’élasticité. En effet, comme nous l’avons déjà vu pour la 
raideur du boulon, ce paramètre qui caractérise la modification de la zone de contact entre boulon et 
pièce, influe de manière significative sur les raideurs apparentes des deux éléments. L’influence de 
ce paramètre n’avait jusqu’ici pas été étudiée, et c’est elle qui explique les écarts constatés entre les 
résultats de MASSOL [42] qui utilise la méthode de double calcul et les nôtres. 
D’autre part, nous avons étendu l’étude aux pièces assemblées par vis H et par vis à tête fraisées, 
travaux originaux qui permettent de compléter les formules de calcul et ainsi de répondre à toutes 
les situations classiques d’assemblages par vis et boulons. 
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II.5 VALIDATION EXPERIMENTALE 
A l’issu de l’étude précédente (II.2 et II.3) nous avons mis en place une nouvelle expression pour le 
calcul de la raideur des pièces assemblées. Nous validons cette formulation par des expériences 
originales que nous avons effectuées au Laboratoire de Génie Mécanique de Toulouse. 
La validation expérimentale s’appuie sur la détermination des raideurs des deux sous-ensembles de 
l’assemblage boulonné : le boulon et la pièce. 
 
II.5.1 DISPOSITIF EXPERIMENTAL 
Le dispositif est présenté schématiquement figure II-104 : il permet d’appliquer sur l’écrou un 
couple de serrage et de mesurer l’angle de vissage avec une très grande précision.  
 
tête de la vis bloquéejauges de déformation 
couple de serrage appliqué sur l’écrou
mesure de l’angle de serrage 
pièces assemblées
partie cylindrique de la vis
support rigide
rosette
Vue de dessous du système 
  
 
Figure II-104 :  Schéma du dispositif expérimental 
 
La vis est instrumentée avec deux jauges de déformation permettant de mesurer la tension axiale 
dans la vis et avec une rosette à 45° permettant de mesurer le couple de torsion (figure II-104) ; ce 
qui permet la mesure de la tension initiale et de la tension à tout moment de l’essai, ainsi que la 
mesure du moment de torsion. 
La figure II-105 montre les modifications réalisées sur la vis M20 (pas = 2,5mm) utilisée dans les 
expériences. Une partie de la tige a été usinée pour enlever un espace suffisant entre la tige et le trou 
de passage de la vis, pour permettre le collage des jauges, la soudure des fils de liaison et le passage 
de ces fils sans qu’ils viennent en contact avec l’alésage. Une partie près de la tête reste non usinée 
pour centrer la vis dans son alésage. 
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Vis M20 x 2  
à tête hexagonale 
amincissement de la tige pour 
le collage des jauges 
Jauge de traction 
Câbles de connections 
 
Figure II-105 :  Vis instrumentée 
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film cuivre 
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collée sur la tête Câbles de connexion Jauge de déformation 
amincissement de la vis 
 
Figure II-106 : Implantation des jauges et des fils de liaison 
 
Trois jauges sont collées sur la partie amincie de la tige, figure II-106 et II-107 : 
- 2 jauges de déformations a , b mesurent la déformation axiale de la vis ; elles sont positionnées, 
sur les deux extrémités d’un diamètre de la vis, elles indiquent l’effort de traction. 
- une rosette c composée de 2 jauges à angle droit positionnée à 90° par rapport aux deux autres 
jauges(a, b) mesure la déformation selon 2 directions à 45° de part et d'autre de l’axe de la vis ; 
elle permet de déterminer le moment de torsion dans la tige. 
Les fils de connexion de ces jauges passent dans des trous percés à travers la tête et débouchant sur 
la partie amincie. La liaison avec les câbles de connexion aux ponts de mesure est assurée par des 
plaquettes-relais collées sur la tête de la vis. Sur ces plaquettes on vient souder à l’étain les fils des 
jauges d’un côté, et les câbles de connexion de l’autre côté (figure II-106). 
 
 
a et b: jauges de déformation 
longitudinales 
c : rosette pour la mesure de la 
déformation en torsion 
b
a 
c 
Tige de la vis
Rosette 
45°
90° 
 
Figure II-107 : Emplacement des jauges sur la tige amincie 
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Le schéma figure II-108 montre la position des jauges dans leur pont respectif de mesure (pont de 
Wheatstone). Les jauges de déformation longitudinale sont montées en ¼ de pont ; elles forment un 
demi-pont avec leur résistance compensatrice. La rosette est constituée de deux jauges de 
déformation, montées en ½ pont (figure II-108) [12]. 
 
 
(b) montage en ½ pont (rosette de torsion)
jauges
tension 
de mesure  
Um tension  
d’alimentation  
Ual 
(a) montage en ¼ pont (jauges longitudinales) 
tension  
de mesure  
Um 
résistance de 
compensation
jauge 
tension 
d’alimentation  
Ual 
 
Figure II-108 : Montage en pont des jauges de déformation 
 
L’allongement d’une jauge de déformation induit une variation de sa résistance et donc de la 
tension de mesure. La résistance compensatrice et les résistances de complément du pont (intégrées 
dans le boîtier d'acquisition Spider 8) sont d’une précision élevée et d'une grande stabilité, la 
variation de la tension de sortie ne dépend donc que de l’état de la jauge de mesure. 
On enregistre le rapport Um/Ual entre la tension de sortie du pont et sa tension d’alimentation, qui 
est très sensiblement proportionnel à la déformation subie par la jauge. 
Les données des essais sont acquises à l’aide d’un boîtier d’acquisition Spider 8 de la société 
Hottinger Baldwin Messtechnik (HBM). La figure II-109 montre un schéma d’ensemble du matériel 
d’acquisition. 
 
 
Boîtier d'acquisition 
Spider 8 
Vis instrumentée 
Adaptateurs 
Liaison parallèle
 
Figure II-109 : Schéma d’ensemble du matériel d’acquisition  
 
Ce boîtier offre la possibilité d’acquérir simultanément les données sur 8 canaux analogiques. Ces 
données sont numérisées et transmises par blocs, sur le port parallèle d’un PC. La configuration du 
Spider8 ainsi que l’affichage des signaux de données et leur enregistrement sont assurés par le 
logiciel CATMAN spécifique à Spider8.  
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II.5.2 PROCEDURE D'ESSAI ET TRAITEMENT DES MESURES 
Les mesures brutes sont placées par le logiciel Catman dans un fichier de type « texte », sous la 
forme d'un tableau dont chaque colonne contient les valeurs des points de mesures  
La variation relative de la résistance d’une jauge de déformation, qui subit un allongement relatif ε, 
s’écrit :  
    εΔ K=
R
R     II.54 
R : résistance électrique au repos. 
K : est le facteur de jauge (sans unité) donné par le fabriquant, qui dépend du matériau constituant 
la jauge et des détails de sa fabrication. 
Le pont de Wheatstone équipant la jauge fournit une mesure Δ(Um / Ual) proportionnelle à ΔR/R . 
Pour les deux jauges de déformations longitudinales : a et b montées en ¼ de pont, les déformations 
seront données par : 
   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=
al
im
i
i U
U
Δ
K
4
1000
1
ε    II. 55 
Pour la rosette d montée en ½ pont : 
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   II. 56 
K est le facteur de jauge (sans unité), Um/Ual est exprimé en mV/V, et ε est sans unité. 
Les jauges « a » et « b » sont diamétralement opposées, figure II-107. On calcule donc la 
déformation εT moyenne due à la seule tension de la vis en prenant la moyenne des déformations 
mesurées par ces deux jauges :  
    
2
= baT
ε+εε     II. 57 
Nous en déduisons les contraintes normales et tangentielles à la surface de la pièce :  
    TT E= εσ     II. 58 
L’application des formules de la résistance des matériaux nous permet facilement d’en déduire la 
tension dans la tige de vis : 
    S=F Tσ     II. 59 
avec S = section de la tige amincie  
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La rosette donne immédiatement la déformation εR (3) due à la torsion de la tige de la vis, nous 
calculons alors la contrainte de cisaillement dans la vis. 
    R2G= ετ     II. 60 
et le couple de torsion   τ⋅π= 3s1 d16C  
avec ds = diamètre de la section S 
II.5.3 PRINCIPE 
Le principe retenu, basé sur l’hypothèse de linéarité de la raideur vis à vis du module d’Young, est 
celui d’une double mesure utilisant un lot de pièces en acier (de module d’élasticité E1) et un lot de 
pièces en alliage d’aluminium (de module d’élasticité E2) [42]. Tout en conservant la même 
géométrie des pièces, le déplacement relatif imposé (ou l’angle de vissage relatif) induit un effort F1 
dans les pièces en acier et un effort F2 dans les pièces en alliage d’aluminium. 
 
F 
Acier 
Aluminium 
F1 
F2
Δθ θ 
Points expérimentaux 
Angle de serrage 
Effort axial 
 
Figure II-110 :  Effort axiale en fonction de l’angle de serrage pour des différents matériaux. 
 
En se référant à l’hypothèse précédente, on peut écrire que la section équivalente Ap est 
indépendante du module de Young Ep (Chapitre II.1.2.1). On en déduit alors la raideur des pièces 
assemblées et celle du boulon (éq. II.1 et II.2). 
A partir de l’équation II.1, on peut obtenir la section équivalente réduite Ap* : 
  
)
F
1
F
1(
)
E
1
E
1(
D
L
A
12
1p2p
2
a
p*
p −
−
⋅δ⋅=     II. 61 
Pour chaque essai, nous utilisons deux pièces identiques (même matériau, diamètre et hauteur). 
Nous avons effectué douze essais pour obtenir six points de comparaison, nous avons donc realisé 
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vingt quatre pièces, douze en aluminum et douze en acier, avec six supports. Le tableau (II.11) 
montre la description des pièces et des vis instrumentées utilisées pour les essais. 
 
Vis Matériaux des pièces Lp (mm) Dp (mm) 
45 
60 
 
longue 
 
aluminium 
 
120 110 
45 
60 
 
courte 
 
acier 
 
60 110 
Tableau II.11: Paramétrage des essais. 
 
Dans un premier temps, nous avons répété chaque essai trois fois, en traçant les points obtenus pour 
évaluer l’erreur de mesure (figure II-111). 
 
y = 5,8421x - 13,882 
R2  = 0,9939 
-50 
0 
50 
100 
150 
200 
250 
300 
350 
0 10 20 30 40 50
θ 
σ 
Série1
Linéaire (Série1)
a) Domaine complet b) Domaine linéaire 
y = 1607,9x - 7320,6 
R2 = 0,9934 
0
20000
40000
60000
80000
20 25 30 35 40
F
Faxial
Linéaire (Faxial)
θ  
Figure II-111 :  Contrainte et effort axial en fonction de l’angle de serrage. 
 
Dans un deuxième temps, nous avons réduit le domaine de mesure entre 20° et 40° pour être sûr que 
le calcul se déroule dans le domaine linéaire (figure II-111-b). 
Nous calculons alors F1= Fθ40° - Fθ20° pour l’aluminium et F2= Fθ40° - Fθ20° pour l’acier, ce qui nous 
permet d’obtenir Ap* (II.61). 
 
II.5.4 RESULTATS OBTENUS 
Les résultats sont présentés sur le tableau II-12 et sur la figure II-112. Ils montrent une bonne 
correspondance entre les essais effectués et les résultats des modèles proposés précédemment. Ils 
confirment la validité des modèles présentés au chapitre II-4 et les conclusions quant à la 
majoration des raideurs lorsque l’on prend les valeurs préconisées par VDI.  
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Les écarts observés avec la formule proposée (II-45) restent inférieurs à 3%. Ce résultat confirme 
les écarts prévus (§.II.1.3.3) et qui sont essentiellement dus à l’utilisation de la méthode du double–
calcul. Ils doivent être pris ici comme caractérisant la précision de la mesure. 
 
Lp mm Dp mm Dp* Ap*_expérience Ap*_formule Ecart relatif%
60 45 1,6 0,819161375 0,83531124 -2 
60 60 2,13 0,989485726 0,965388773 2,5 
60 110 3,9 1,082830646 1,073260005 1 
120 45 1,6 1,145232409 1,116088987 2,6 
120 60 2,13 1,488339889 1,502188973 -1 
120 110 3,9 1,785818621 1,803771765 -1 
Tableau II.12: Résultats des essais. 
 
 Comparaison Essais_ Formule
0 
0.4 
0.8 
1.2 
1.6 
2 
2.4 
1 2 3 4 5 
D p * 
Ap
* 
Formule_Lp60 Ap*_VDI_Lp60
Ap*_experience_Lp60 Ap*_experience_Lp120 
Formule_Lp120 Ap*_VDI_Lp120
 
Figure II-112 :  Section réduite en fonction du diamètre réduit des pièces. 
 
D’autre part la figure II-112 permet pour les mêmes essais de caractériser les écarts avec le 
formulation VDI 2003 qui, pour Dp* = 3,9 ; peuvent atteindre 14%. 
 
II.5.5 CONCLUSION 
Les résultats des essais obtenus sur la raideur des pièces assemblées valident la formule proposée au 
§ II.4 (éq. II.45) Les erreurs relatives constatées restent inférieures à 3%, et sont essentiellement 
dues à la méthode du calcul de Ap à partir des mesures. 
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II.6 CONCLUSION  
L’ensemble de l’étude permet donc de proposer des relations relativement simples donnant la 
raideur des pièces assemblées dans le cas d’un montage axisymétrique pour pratiquement tous les 
cas de figure : pièces assemblées par boulon, pièces assemblées par vis, pièces assemblées par vis à 
tête fraisée. 
Concernant la raideur de l'ensemble du boulon, celle-ci est obtenue en additionnant les souplesses 
des différents éléments (figure II-2). La validation des modèles est plus délicate à observer puisque 
l’expérience ne permet pas de dissocier les raideurs des différentes parties du boulon. Cependant, 
nous constatons que les écarts obtenus sur l’ensemble du boulon ne dépassent pas 7% ce qui nous 
semble très raisonnable. 
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CHAPITRE III : MODELISATION DES RAIDEURS DES PIECES 
PRISMATIQUES ET DES EMPILAGES DE PIECES 
III.1 MODELISATION ANALYTIQUE DES RAIDEURS DES PIECES 
PRISMATIQUES. 
III.1.1 CHOIX D’UNE MODELISATION APPROPRIEE 
III.1.1.1 ETAT DE L’ART. 
Actuellement il n’existe pas de modèle permettant la détermination de la raideur axiale d’une pièce 
prismatique qui ait reçu une justification convenable dans un cas général. D’autre part, ces modèles 
ne prennent pas en compte la déformation en flexion de la tête quand le boulon n’est pas dans un 
axe de symétrie. Il y a donc deux problèmes à résoudre : 
1- Rechercher une modélisation convenable (simple et générale) de la rigidité axiale. 
2- Proposer une méthode permettant d’obtenir le plan de flexion et l’angle de rotation de la tête 
Dans la méthode proposée par GUILLOT [28], on recherche de façon tout à fait hypothétique un 
diamètre de pièce cylindrique équivalent en faisant la moyenne des dimensions radiales plafonnées 
à 1,5Da. Cette limitation trouve sa justification dans le fait qu’au-delà de cette valeur, le diamètre 
extérieur de la pièce assemblée n'a pratiquement plus d’influence sur la raideur (§II-2.4.1.2.4). 
 
 
y 
x 
1,5Da 
x 
1,5Da
y 
x et y < 3Da 
 
Figure III-1 : Définition de Dp pour pièces de forme rectangulaire. 
 
La méthode implémentée dans CETIM COBRA [19] est, elle aussi, hypothétique. Elle repose sur 
une discrétisation de la pièce en secteurs angulaires pour chacun desquels on calcule un diamètre Dp 
équivalent. La moyenne de ces Dpe permet alors de calculer le Dp de la pièce cylindrique supposée 
avoir la même raideur que la pièce réelle. 
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Ces méthodes ont le mérite d'exister et donnent des résultats dont l’ordre de grandeur est acceptable 
en particulier pour des excentrations de trous faibles. 
 
III.1.1.2 PROPOSITION D’UNE MODELISATION. 
La méthode que nous proposons comporte plusieurs étapes : 
9 Etape 1 : découpage de la pièce en n secteurs angulaires et calcul des raideurs élémentaires 
de chaque secteur Ki. En effet, sur chaque secteur, la formule proposée précédemment 
(eq.II-45) dans le cas des pièces cylindriques permet de calculer la raideur Ki en recherchant 
la raideur de la pièce cylindrique de même rayon que le secteur considéré Kpi et en calculant 
Ki= Kpi/n (figure III-8). 
Alors, on considère que ces raideurs élémentaires sont celles de zones indépendantes les unes des 
autres. 
Remarque : compte tenu de la remarque précédente, un degré de discrétisation élevé n’est pas 
forcément favorable. On va se fixer arbitrairement n=16 parties égales (π/8) mais il pourrait être 
intéressant de faire un test sur la finesse du découpage en fonction de la forme des pièces. 
9 Etape 2 : calcul de la raideur axial de la pièce et du basculement de la tête du boulon : 
On considère la tête du boulon (ou l’écrou) comme appuyée sur un groupe de ressorts de rigidités 
différentes Ki et chargé par une force axiale F (tension de la tige du boulon) (figure III-2). 
 
Pièce axisymètrique 
δ 
F 
h0 
r r 
h2 h1 
Pièce quelconque 
Mf
F 
h0(calculé) 
r r 
h2 h1 
(P)
(P) 
Ψ 
 
Figure III-2 :  Principe du calcul et modèle de chargement 
 
Deux hypothèses sont posées : 
1- La rigidité en flexion du boulon est négligeable : le modèle de liaison retenu est une liaison 
centrale sphérique (hypothèse valable pour l'écrou et pour des angles de flexion très faibles). 
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2- Les extrémités des ressorts après déformation restent dans un plan ce qui nécessite que la 
tête soit peu sensible aux déformations dues à la répartition non uniforme des pressions de 
contact (figure III-2). 
A partir de la connaissance des Ki, il est facile de calculer le déplacement axial h0 qui donne 
directement la raideur axiale de l'ensemble des ressorts simulant le comportement de la pièce ainsi 
que le basculement du plan p (basculement de l'ensemble qui, dans le cas de la pièce réelle, devrait 
permettre d'évaluer l'ordre de grandeur du moment de flexion induit dans la tige). 
 
Exemple d’une discrétisation à deux secteurs: 
Les équations d’équilibre donnent : 
F/2 = h1*K1 = h2*K2
h0=(h1+h2)/2 
  
r 
h1
F
h2h0
r 
 
Figure III-3 : Exemple de modélisation (cas d’une discrétisation à deux ressorts) 
 
D’où   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=⋅+⋅= 21210 K
1
K
1
4
F
K4
F
K4
Fh   III. 1 
La raideur équivalente vaut donc :  
  
21
21
21
e KK
KK4
K
1
K
1
4K +
⋅⋅=
+
=    III. 2 
 
Exemple d’une discrétisation à quatre secteurs 
On trouve de la même manière  
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⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
+
+
+
⋅
=
4231
0
K
1
K
1
1
K
1
K
1
14
Fh    III. 3 
avec (1 et 2) et (3 et 4) respectivement situés sur le même diamètre, la raideur équivalente Ke vaut 
alors : 
  
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
⋅+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
⋅⋅=
42
42
31
31
e KK
KK
KK
KK
4K   III. 4 
 
III.1.1.3 CONCLUSION SUR LA MODELISATION : 
A partir des résultats de ces deux exemples simples, on peut dire : 
a- que la raideur axiale équivalente est indépendante de r. Par contre, l’inclinaison est inversement 
proportionnelle à r. 
b- que pour ces deux cas particuliers, on a une structure de Ke identique ce qui ne veut pas dire que 
cela est vrai pour n supérieur à 4, car ici les deux droites qui passent par le même point 01 sont 
forcément contenues dans le même plan (figure III-4 a). 
c- que le ressort de raideur équivalente porté par l’axe n’a pas pour raideur la somme des raideurs 
comme on a l’habitude d’écrire pour des ressorts en parallèle, ce qui implique que les déplacements 
sous charge soient les mêmes pour tous les ressorts (figure III-4 b). 
 
 
K2
h1
F 
h2h0 
K1 K2 
h0
FK1
b/ système rigide 
Ke = K1+K2
21
21
e KK
KK4
K +
⋅⋅=
a/ système articulé 
h0 
 
Figure III-4 :  Comparaison des modèles (cas d’une discrétisation à 2 ressorts) 
 
Avec ces modélisations simples, on comprend bien à la fois la difficulté et les limitations d'une 
représentation discrète de la déformation de la pièce, d'autant que l'on a vu au chapitre II que ces 
déformations dépendaient de manière évidente à la fois des caractéristiques de la pièce et de la vis. 
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On doit donc s'attendre à des résultats moins précis. Toutefois, cette modélisation a l'avantage de 
prendre en compte la forme de la pièce qui s'avère être le paramètre prépondérant. 
 
III.1.2 DETERMINATION DE LA RAIDEUR AXIALE EQUIVALENTE. 
III.1.2.1 PRINCIPE DE CALCUL 
Nous avons choisi de présenter une résolution analytique du problème. Elle consiste à écrire le 
déplacement sous charge hi d'un ressort quelconque situé sur une génératrice d'un cylindre de rayon 
r, les extrémités des ressorts étant astreintes à rester dans un même plan. La position d'équilibre de 
l'ensemble est celle qui minimise l'énergie potentielle totale. 
La figure III-5 représente la géométrie du système. Elle a été inversée par rapport aux figures 
précédentes pour des raisons de facilité de représentation. Avant chargement les extrémités des 
ressorts sont dans le plan P0. Après chargement, elles sont dans le plan P1. 
Le principe de calcul est basé sur le fait que le plan P1 est déterminé par trois points particuliers : 01 
sur l’axe de la vis, A1 et B1 qui représentent les positions après chargement des points A0 et B0 
choisis respectivement sur les axes 0x et 0y. Dès l’instant où l’on admet l’hypothèse que les 
extrémités des ressorts restent dans un même plan, on peut donc exprimer les déplacements de tous 
les ressorts en fonction des trois déplacements h0, h1, h2.  
Il sera également facile de déterminer la ligne de plus grande pente et l’angle de basculement ψ. 
 
x 
z 
P0 
h1
F
P1 
h2h0 
r 
B1
A0
B0
y 
01 
0 
A1
ψ 
I
J
H
 
Figure III-5 :  Schématisation du modèle après déformation 
 
III.1.2.2 DETERMINATION DE h0 ET DE ψ 
On peut écrire l’équation générale d’un plan sous la forme 
ax + by + cz + 1 = 0 
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En écrivant que 01 A1 et B1 appartiennent à (P1), on obtient les constantes a, b, c. 
L’équation du plan (P1) s’écrit alors : 
 01z
h
1y1
h
h
r
1x1
h
h
r
1
00
2
0
1 =+⋅−⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⋅+⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⋅   III. 5 
On déduit alors facilement ψ 
 
r
)hh()hh(
tg
2
02
2
01 −+−=ψ     III. 6 
 
III.1.2.3 RELATION DONNANT LA VALEUR DES DEPLACEMENTS hi=F(h0,h1,h2) 
Définissons un point Ci courant sur le cercle de base par ses cordonnées (figure III-6). 
De (III-5) on déduit  0
0201 hy
r
hh
x
r
hh
z +⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⋅+⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −=   III. 7 
D’où :  
hi = (h1-h0) cosθi + (h2-h0) sinθi +h0     III. 8 
Cette relation indépendante de r reste vraie pour tout système de même nature installé sur un cercle 
(génératrice d’un cylindre) 
 
 
 
 xi = r.cosθi   
Ci 
 yi = r.sinθi 
 
(h2)
(h0)
r 
x
y
B0
A0
C0
0 (h1)
θi
 
Figure III-6 :  Définition géométrique des points des secteurs angulaires 
 
Remarque sur la discrétisation : nous proposons une discrétisation en 2n parties identiques. Le 
nombre pair de secteurs permet d’avoir une relation immédiate simple et juste entre h0 et hi  
    
n2
h
h
n2
1
i
0
∑
=     III. 9 
Ce choix n’empêche pas la généralité du problème et permet d’avoir une vérification finale simple. 
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Rappelons qu’il ne faut pas discrétiser en un trop grand nombre de parties compte tenue de la 
méthode de détermination des raideurs locales, basée sur le fait qu’il n’y a pas de variations brutales 
de forme. 
 
III.1.3 APPLICATION DE LA METHODE A UN SYSTEME SIMPLE A 4 RESSORTS. 
La figure III-7 permet de schématiser le problème. 
 
x 
z 
h1
F
0
(P1)
h2h0
R1
R2R3
R4
h3
h4
y 
01
(P)
 
Figure III-7 :  Schématisation du modèle à 4 ressorts 
 
Les déplacements h3 et h4 sont calculés aisément en fonction de h0, h1, h2, soit directement, soit en 
appliquant (eq. III.3) : 
  h3 = 2h0-h1        et       h4 = 2h0-h2    III. 10 
L’état d’équilibre est obtenu pour la position qui minimise l’énergie potentielle totale. Soit ici en 
introduisant les raideurs ki : 
  ET = 0,5(k1h12 + k2h22 + k3h32 + k4h42) – Fh0   III. 11 
Et en remplaçant h3 et h4 par leur valeur en fonction de h0, h1, h2 on obtient. 
ET = 0,5[k1h12 + k2h22 + k3(2h0-h1)2 + k4(2h0-h2)2] – Fh0
   = 0,5[k1h12 + k2h22 + k3(4h02+h12-4 h0 h1) + k4(4h02+h22-4 h0 h2)] – Fh0 III. 12 
Soit : 
ET = (k1+ k3)h12 + (k2+ k4)h22 + 4(k3+ k4)h02 - 4k3h0h1 - 4k4h0h2 - Fh0 III. 13 
La recherche du minimum  conduit à trois équations : 0)( =∇ TE
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( )
31
30
103131
1
T
kk
kh
2h0hk2hkk
h
E
+⋅=⇒=−+=∂
∂
    III. 14 
( )
42
40
204242
2
T
kk
kh
2h0hk2hkk
h
E
+⋅=⇒=−+=∂
∂
    III. 15 
( ) 0Fhk2hk2hkk4
h
E
2413043
0
T =−−−+⋅=∂
∂
     III. 16 
Soit, en fonction de h0 : 
( ) 0Fh
kk
k4
h
kk
k4
hkk4 0
42
2
4
0
31
2
3
043 =−+−+−+⋅     III. 17 
On déduit :  
   
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
⋅++
⋅=
42
24
31
13
0
kk
kk
kk
kk
4
Fh     III. 18 
On obtient facilement en posant :  
31
3
kk
k
+=α    42
4
kk
k
+=β   
( )211 kk2
Fh ⋅β+⋅α⋅
⋅α=    ( )212 kk2
Fh ⋅β+⋅α⋅
⋅β=  
( )( )213 kk2
F1h ⋅β+⋅α⋅
⋅α−=    ( )( )214 kk2
F1h ⋅β+⋅α⋅
⋅β−=  
 
Remarque : on vérifie bien  
4
h  h  h h
 h 43210
+++=  
 
III.1.4 GENERALISATION DE LA METHODE 
III.1.4.1.1 Discrétisation 
En partant du cas classique d’une pièce prismatique, une discrétisation en 2*8 secteurs semble 
suffisante (angle d’un secteur dθ = π/8) (figure III-8). 
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Le secteur considéré j d'angle π/8 est alors situé de part et d’autre de son axe et les nœuds sont 
numérotés de 1 à 16. On affecte l’indice i aux nœuds et aux rayons et j aux angles avec j = i-1 
(figure III-8). 
 
r rayon moyen 
secteur j 
θj 
y 
x 
 
Figure III-8 : Découpage de la pièce prismatique en 16 secteurs. 
 
Nous pouvons alors calculer les rayons Ri qui correspondent à Ri = min(OI1, OI2) avec : 
0< θ < π  i22 tg1aOI θ+⋅=   et  
i
21 tg
11cOI θ+⋅=  
π< θ < 2π on calcule i22 tg1aOI θ+⋅=   et  
i
21 tg
11dOI θ+⋅=  
 
θi
y 
x 
d 
c 
C 
D A 
B 
b a 
Ri
I1 
I2 
Dt
Da
0 
 
Figure III-9 :  Calcul des rayons Ri 
 
 
 
1 
2 
y 
x 
3 
4 5 6 
7 
8 
9 
16 
15 
14 13 
12 
11 
10 
Comme précédemment les variables retenues pour exprimer le 
problème seront les déplacements au centre h0 et les deux 
déplacements au point 1(θ0=0), h1 et au point 5(θ0= 0), h5. 
L’équation du plan après déformation (éq III-5) devient : 
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 (h1-h0)x + (h5-h0)y – rz + rh0 = 0    III. 19 
Avec :   hi = (h1-h0) cosθj + (h5-h0) sinθj +h0    III. 20 
Soit pour 16 ressorts : 
h1 = h1
h2 = (h1-h0) cosπ/8 + (h5-h0) sinπ/8 + h0 
h3 = (h1-h0) cos(2π/8) + (h5-h0) sin(2π/8) + h0
h4 = (h1-h0) cos(3π/8) + (h5-h0) sin(3π/8) + h0
h5 = h5
h6 = (h1-h0) cos(5π/8) + (h5-h0) sin(5π/8) + h0
hi = (h1-h0) cos((i-1)π/8) + (h5-h0) sin((i-1)π/8) + h0 
………….
h16 = (h1-h0) cos(15π/8) + (h5-h0) sin(15π/8) + h0
On peut diminuer le nombre de relations en utilisant la symétrie axiale hi+8 = 2h0-hi θ = π/8 
h1 = h1 h9 = 2h0 – h1
h2 = (h1-h0) cosθ + (h5-h0) sinθ + h0 h10 = h0 – (h1-h0)cosθ-(h5-h0) sinθ 
h3 = (h1-h0) cos(2θ) + (h5-h0) sin(2θ) + h0 h11 = h0 – (h1-h0)cos2θ-(h5-h0) sin2θ 
h4 = (h1-h0) cos(3θ) + (h5-h0) sin(3θ) + h0 h12 = h0 – (h1-h0)cos3θ-(h5-h0) sin3θ 
h5 = h5 h13 = 2h0 - h5
h6 = (h1-h0) cos(5θ) + (h5-h0) sin(5θ) + h0 h14 = h0 – (h1-h0)cos5θ-(h5-h0) sin5θ 
h7 = (h1-h0) cos(6θ) + (h5-h0) sin(6θ) + h0 h15 = h0 – (h1-h0)cos6θ-(h5-h0) sin6θ 
h8 = (h1-h0) cos(7θ) + (h5-h0) sin(7θ) + h0 h16 = h0 – (h1-h0)cos7θ-(h5-h0) sin7θ 
 
III.1.4.1.2 Energie potentielle totale ET et calcul de la raideur axiale 
L’énergie potentielle totale s’écrit sous la forme : 
   0
16
1
2
iiT FhhK2
1E −= ∑    III. 21 
En remplaçant par les hauteurs calculées précédemment et en développant,  on obtient l’expression :  
1/2 Ki hi² = ½ Ki [(h1-h0)² cos²θj + (h5-h0)² sin²θj +h0² + 2(h1-h0) (h5-h0) sinθj cosθj + 2(h1-h0) h0 cosθj + 2 (h5-
h0) h0 sinθj] 
Chaque terme de l’énergie potentielle est une somme de termes de même nature et nous pouvons 
facilement pour chacun d’entre eux calculer les dérivées partielles. 
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finalement on peut écrire : 
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Nous minimisons alors l’énergie potentielle : 
0)( =∇ TE   
La résolution donne : 
)BAD(G2)AEBC(E)CDBE(C
)BCAE(Fh
)BAD(G2)AEBC(E)CDBE(C
)BECD(Fh
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2
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−+−+−
−=
−+−+−
−=
−+−+−
−=
   III. 22 
avec 
∑ −θ= n2
1
1i
2
i coskA     1i1i
n2
1
i cossinkB −− θθ= ∑ ( )1sincoscoskC 1i1in2
1
1ii −θ+θθ= −−−∑
∑ −θ= n2
1
1i
2
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1
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Remarque: on peut facilement vérifier que l'on retrouve le système d’équation (III. 10) pour quatre 
ressorts et que 
16
h
h i0
∑=  
On déduit alors la raideur axiale : 
)BAD(
)BAD(G2)AEBC(E)CDBE(C
h
Fk 2
2
0
P −
−+−+−==  III. 23 
De l'expression KP, on tire facilement la valeur de Ap* : p2
ap
P
2
a
P*
P K.D.E
L
D
A
A ==  de manière à 
ramener le calcul à une section réduite équivalente comme dans le cas des pièces cylindriques 
centrées. 
On peut également calculer l’angle de basculement : 
r
)hh()hh(
tg
2
05
2
01 −+−=ψ  
Remarque : nous constatons logiquement que l’angle de basculement ψ dépend de F et de r. 
La valeur de r peut être calée à l'aide des résultats de l’étude de l’assemblage sur EF 3D. 
D’autre part, une approche théorique basée sur une formulation matricielle du problème est 
présentée en (annexe IV). Les résultats obtenus sont identiques à ceux présentés ci-dessus. 
 
III.1.5 MODELISATION DE LA RAIDEUR DES PIECES PRISMATIQUES PAR 
ELEMENTS FINIS 3D 
III.1.5.1 INTRODUCTION  
Dans cette partie de l’étude, nous construisons un modèle en éléments finis pour traiter le problème 
de la raideur axiale des pièces prismatiques à l’aide du logiciel I-deas [63].  
 
Lp
Y
X
dt
d 
Da
a/ perspective b/ vue de dessous 
 
Figure III-10 :  Modèle éléments finis avec maillage et paramètres étudiés. 
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Les principaux paramètres influents sont la hauteur des pièces prismatiques assemblées Lp, le 
diamètre du trou dt ainsi que son positionnement repéré par les coordonnées X et Y (figure III-10). 
L’utilisation d’un plan d’expérience nous permet de limiter le nombre de simulations [64]. 
Dans un premier temps nous étudions l’influence de chaque paramètre, puis, nous comparons les 
résultats obtenus par éléments finis à ceux obtenus analytiquement (§ III.1.4). 
 
III.1.5.2 CONDITIONS AUX LIMITES ET MAILLAGE 
Le maillage est un maillage réglé identique à celui utilisé précédemment (§ II.2.2) 
On fixe les conditions aux limites suivantes : 
- Appui plan à la base de la pièce (les conditions aux limites sont choisies de manière à ce que la vis 
soit en flexion circulaire). 
- La vis est chargée en appliquant un déplacement constant sur sa base (figure III-11). Ce 
déplacement est assez grand (pour une meilleure précision) pour qu'il conduise à une valeur 
de contrainte de l’ordre de 0,8 Re. 
- Des éléments de contact entre les surfaces de contact de la vis et de la pièce assemblée 
intègrent les phénomènes de frottement. 
 
d 
δ 
ψ 
x 
y 
z 
Section S
Mf
Mf
 
Figure III-11 : Déformation de la pièce en flexion. 
 
La détermination du moment de flexion dans la vis permet de déterminer l’angle de rotation au 
niveau du plan de contact ψ (figure III-11). 
L’énergie de déformation de la pièce résulte d’une énergie due à l’effort axial et d’une énergie due à 
la flexion. On peut écrire en appliquant le principe de conservation de l'énergie de la pièce seule : 
   EpT = 1/2 F δp + 1/2 Mf ψ    III. 24 
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On en déduit la raideur axiale équivalente de la pièce : 
   
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅−
=
EI
lM
2
1E2
FK
2
f
pT
2
p
   III. 25 
Avec l=longueur de la tige de la vis, I=moment quadratique de la section de la vis et E=module 
d'élasticité de la vis.  
Le moment fléchissant Mf est calculé à partir des contraintes maxi et mini relevées dans la section 
A-A de la vis (figure III-12). 
 
 
Section A-A 
A A 
 
Figure III-12 :  Répartition des contraintes dans l’ensemble (cas de vis très excentrée). 
 
 
III.1.5.3 RESULTATS ET INTERPRETATION 
Nous fixons pour cette étude comme précédemment un diamètre nominal égal à 24mm et nous 
n’introduisons pas le coefficient de frottement comme facteur prépondérant (nous prenons ici µ 
proche de 0). Les facteurs influents sont définis de façon adimensionnelle : 
Lp*=Lp/Da longueur réduite de la pièce assemblée prismatique. 
X*= X/Da abscisse réduite du trou de la pièce assemblée. 
Y*= Y/Da ordonnée réduite du trou de la pièce assemblée. 
dt*= dt/Da diamètre réduit du trou de passage de la vis. 
Nous déterminons 2
a
P*
P D
A
A =   
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III.1.5.3.1 Rigidité axiale 
Les résultats obtenus pour la détermination des raideurs axiales montrent une bonne correspondance 
entre le calcul analytique (expression III-23) et les résultats « éléments finis » [11] (figure III-13). 
On observe effectivement une diminution de la raideur lorsque l’excentration augmente. Pour des 
valeurs X* et Y* supérieures à 1,5, on retrouve le cas de la pièce de révolution avec un chargement 
symétrique. 
On constate également que l’influence du jeu radial au niveau du trou de passage est relativement 
faible et diminue lorsque l’excentration augmente. 
 
 
x* 
y* 
Ap* 
Lp*=3 ; dt*=0,694
0,7
0,8
0,9
1
1,1
1,2
1,3
1,4
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0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
x*
Ap*
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Figure III-13 : Comparaison des résultats donnant Ap* en fonction de l’excentration du boulon. 
 
L’allure des courbes obtenues en fonction de l’excentration s’apparente à celles donnant Ap* en 
fonction du diamètre de la pièce Dp* dans le cas symétrique (figure II-89).  
Nous proposons alors une formulation permettant de nous ramener au cas symétrique (même 
formulation) à partir d'un diamètre équivalent Dp_eq* défini en fonction de l’excentration du boulon 
(X*,Y*). Avec : 
( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−
−⋅⋅−⋅+−⋅π= −
)DD(
)2,0L(7,0
tan1D5,0D1
4
A
2*
t
2*
éq_p
*
p12*
éq_p
2*
t
*
p
   III. 26 
Nous obtenons alors :  
 
4
)1),y,x(Max(Min2)y,x(Min9D
****
*
éq_p
⋅+⋅=   III. 27 
L’expression (III. 27) tient compte de la valeur extrême déterminée dans le cas où le boulon est 
complètement excentré sur la pièce (X*=0,5 et Y*=0,5). La valeur obtenue est Dp_eq*=1,375.  
Elle permet également de traiter les cas intermédiaires notamment lorsque le boulon est fortement 
excentré sur un des bords de la pièce (X*=0,5) et loin de l'autre bord (Y*>1,5). 
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Les courbes (figure III-14) montrent une comparaison des résultats obtenus avec ceux proposés par 
CETIM COBRA [19], VDI [52] et par GUILLOT [29]. Les écarts relatifs constatés sont très 
importants de l’ordre de 40% dans certains cas. Par contre, ils ne dépassent pas les 5% avec la 
nouvelle formulation. 
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Figure III-14 : Comparaison des résultats E.F. avec les modèles existants donnant Ap* en fonction de l’excentration du 
boulon. 
 
III.1.5.3.2 Rigidité en flexion 
Les allures des courbes obtenues pour l’angle de rotation de la tête de la vis sont identiques dans le 
cas du calcul analytique et des résultats « éléments finis » (figure III-15).  
 
 
X * 
Y * 
ψ  
M24 ; Lp*=1 ; d t =25mm; rmoy=15mm
0
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Figure III-15 : Angle de rotation sous tête en fonction de l’excentration du boulon 
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Cependant, nous constatons des écarts importants et systématiques sur les valeurs obtenues avec les 
deux méthodes, celles du calcul analytique conduisant à des angles plus importants. 
Ces différences constatées proviennent probablement du fait que l’écrasement sous tête dans le 
calcul analytique n'est pas pris en compte et de l’hypothèse d’indépendance supposée des secteurs 
les uns par rapport aux autres.  
Les déplacements relatifs sous la tête de la vis (figure III-16) montrent bien la déformation au 
niveau du contact et le fléchissement de la tête qui n’est pas pris en compte par le modèle 
analytique. 
-0,02
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x
δ
Nœuds_plan_supérieur_tête Nœuds_plan_inférieur_tête
 
Figure III-16 : Déplacements des plans supérieur et inférieur de la tête de la vis. 
 
 
III.1.6 CONCLUSION  
L’étude menée dans le cas des pièces prismatiques assemblées avec un boulon excentré permet de 
confronter un modèle « éléments finis » basé sur le calcul de l’énergie de déformation déjà validé 
dans le cas des pièces axisymétriques chargées axialement et un modèle analytique original. 
Les résultats obtenus pour la détermination de la rigidité axiale des pièces assemblées sont tout à 
fait satisfaisants. D'autre part, une nouvelle méthode de calcul simple et fiable s’appuyant sur la 
formule de RASMUSSEN modifiée est proposée. Un diamètre équivalent fonction de l’excentration 
du boulon permet de se ramener au cas des pièces cylindriques de révolution à chargement 
axisymétrique. 
Le cas de la détermination de l’angle de rotation du plan de flexion de la tête est plus délicat, le 
modèle analytique ne donnant pas des résultats satisfaisants. Nous constatons cependant que, quelle 
que soit la méthode, les valeurs obtenues pour l’angle de rotation du plan de flexion restent très 
faibles ce qui montre la très faible influence de la flexion sur la raideur axiale des pièces 
assemblées. 
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III.2 CAS DE L’EMPILAGE DE DEUX PIECES CYLINDRIQUES 
III.2.1 INTRODUCTION 
Les modèles de calculs des raideurs des pièces cylindriques présentés dans les paragraphes 1 à 7 (§ 
I.5.2) traitent des assemblages de pièces de même diamètre. Seuls MASSOL [42] et VDI [53] ont 
abordé le cas des empilages de pièces de diamètres différents et celui de pièces de matériaux 
différents à partir d'une représentation hypothétique des parties comprimées. Les résultats obtenus 
restent à ce jour peu satisfaisants et surtout difficiles à automatiser. 
Nous essayons ici de traiter ce problème avec les moyens informatiques dont nous disposons 
actuellement au LGMT et en utilisant l’énergie de déformation donnée par le logiciel comme nous 
l’avons fait dans le cas des pièces cylindriques (§ II.4) et prismatiques (§ III.1). Le problème étant 
complexe, une étude préliminaire nous permet de définir une méthode de résolution. 
 
III.2.2 ETUDE PRELIMINAIRE 
III.2.2.1 INFLUENCE DE LA DECOMPOSITION DE LA PIECE ASSEMBLEE 
Dans un premier temps, nous comparons un empilage de deux pièces (figure II-17-a) avec un 
modèle à une seule pièce (figure II-17-b) possédant la même géométrie que le premier modèle, et en 
faisant varier le coefficient de frottement µ entre les deux pièces, le coefficient de frottement sous la 
tête est pris égal à 0. 
 
 
Dp1 
Dp2=5*Da 
Lp1=12 
Lp2=12
Da=24 
d 
1 
2 
Dp2=5*Da 
Dp1=2*Da 
Lp1=12 
Lp2=12 
Da=24
d 
a) modèle à deux pièces  b) modèle à une seule pièce  
Figure III-17 :  Comparaison d'un empilage de deux pièces assemblées avec un modèle a une pièce assemblée. 
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Le tableau III.1 montre un écart relatif très faible entre les deux modèles. Lorsque l’on compare la 
raideur équivalente pour le modèle a et pour le modèle b, en particulier pour un coefficient de 
frottement faible, cet écart est limité (de l’ordre de 3%). 
Cette première conclusion indique que l’étude des pièces assemblées pourra s’appliquer également 
aux cas de pièces symétriques de géométrie complexe.  
 
Cas µ dt* Da DPP* Lp We_ pièce_ tot K_ pièce Kéq
b -- 0,7083 24 5 48 2776,8 2329351,6  
Ecart 
relatif a_b
a_ Pièce 1 0,2 0,7083 24 2 48 2121,6 3048710,2 
a_ Pièce 2 0,2 0,7083 24 5 48 816,84 7918495,2 2245415,4 -0,0373 
a_ Pièce 1 1 0,7083 24 2 48 2023,2 3196986,8 
a_ Pièce 2 1 0,7083 24 5 48 813,96 7946512,9 2279795,2 -0,0217 
Tableau III.1 
 
III.2.2.2 INFLUENCE DE LA ZONE D’APPUI. 
Nous étudions l’effet de la zone d’appui sur la raideur des pièces assemblées, en faisant varier le 
diamètre d’appui entre les pièces assemblées (figure III-18). 
 Dp 
Lp 
D appui  
 
Figure III-18 :  Section équivalente réduite en fonction de la zone d’appui des pièces assemblées. 
 
Nous constatons que l’influence de la zone d’appui des pièces assemblées est négligeable à partir 
d’un diamètre de cette zone d’appui égal à 2 Da. Les courbes obtenues pour la section équivalente 
réduite Ap* tendent vers la valeur correspondant à une pièce assemblée de diamètre Dp (§ II). 
Conséquences : 
En calculant « classiquement » la section équivalente de la pièce 1 (figure III-17-a) et en appliquant 
la formulation que nous avons proposée pour le calcul des raideurs des pièces cylindriques de 
révolution établie au chapitre II (éq.II.45), on observe des erreurs relatives très faibles. C’est 
d’autant plus vrai que les pièces 1 et 2 sont d’épaisseurs relativement grandes, ce qui semble 
logique. 
Par contre, le calcul de la raideur de la pièce 2 (figure III-17-a) est beaucoup plus délicat, la surface 
d’appui étant différente de la surface sous tête. Dans un premier temps, nous essayons de calculer 
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cette raideur en supposant que la pièce 1 prend le rôle de la tête de la vis par rapport à la pièce 2. En 
comparant les résultats obtenus à ceux donnés par éléments finis, nous constatons un écart relatif 
important qui atteint 16% pour un coefficient de frottement nul. Ce résultat est en effet prévisible 
dans la mesure où l’appui sur la pièce 1 est beaucoup plus « rigide » que l’appui sur la tête de vis de 
même diamètre. Le calcul de la section équivalente de la pièce 2 demande donc un traitement 
approprié. 
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Figure III-19 :  Section équivalente réduite en fonction de la zone d’appui des pièces assemblées. 
 
 
III.2.3 APPLICATION A UN EMPILAGE DE DEUX PIECES ASSEMBLEES 
Pour traiter le problème d’un empilage de deux pièces assemblées quelles que soient leurs 
dimensions, nous avons utilisé le modèle éléments finis (figure III-20). Ce modèle permet 
d’identifier les deux cas de pièces assemblées (1) et (2). 
 
Pièce1
Pièce2 
Dp1 
Dp2 
Lp2 
Lp1 
Lp 
 
Figure III-20 :  Modèle élément finis d’un empilage de deux pièces assemblées. 
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Le calcul de la section équivalente de la pièce (1) Ap1 est évident ; c’est la section équivalente d’une 
pièce de même diamètre et de hauteur Lp1T = 2Lp1 figure(III-21). On peut donc la calculer en 
remplaçant Lp1 par 2Lp1 dans la formule proposée pour le calcul de la section équivalente des pièces 
cylindriques de révolution (éq.III-28) : 
( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−
−⋅⋅−⋅+−⋅π= −
)DD(
)2,0L2(7,0
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4
A
2*
t
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t
*
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  III. 28 
dt 1 
2Lp1 
dt Lp1 
Lp1 
1
 Dp2 
 Dp1
Lp 
Lp1 
Lp2 2 
 Dp1 
 
Figure III-21 :  Modèle de calcul pour la pièce assemblée (1) 
 
Le calcul de la raideur de la pièce (2) est plus compliqué, car jusqu’à présent, il n’existe aucun 
modèle de calcul qui prend en compte le problème de la raideur d’une pièce appuyée sur un 
diamètre Dappui différent du diamètre de la pièce (2) Dp2.  
La figure III-22 permet de visualiser le problème posé : la figure a) montre le modèle d’appui 
retenu, la figure b) montre l’assemblage réel, la figure c) montre l’assemblage en appui sur le 
diamètre extérieur de la pièce (2) Dp2, cas traité en §II-4. 
 
dt
1 
Dp2 
Lp
Lp1
Lp22 
Dp1
 Dp2 
Lp 2 
D appui = Dp1 
dt 
1 
 Dp2 
Lp 
Lp1
Lp22 
 Dp1 = Dp2 
 Kp2= f(Dappui)   = Kp2= f(Dp1)     Kp2= f(Dp) 
a) b) c)
 
Figure III-22 :  Modèle de calcul pour la pièce assemblée (2) 
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Les courbes (figure III-23) présentent les résultats « E.F. » obtenus pour la section équivalente 
réduite en fonction du diamètre d’appui. Nous constatons des allures de courbes analogues à celles 
obtenues pour la section réduite en fonction du diamètre extérieur de la pièce assemblée avec une 
asymptote horizontale et une convergence d’autant plus rapide que l’épaisseur de la pièce est faible 
(figure III-23a). Par ailleurs, nous constatons logiquement que la valeur obtenue pour la 
convergence est identique (figure III-23b) et que la courbe donnant Ap* en fonction de la surface 
d’appui est située presque exactement entre la courbe donnant Ap* en fonction du diamètre extérieur 
de la pièce et la valeur de l’asymptote.  
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Figure III-23 :  Section réduite en fonction du diamètre d’appui pour plusieurs hauteurs de la pièce assemblée. 
 
Ces résultats nous conduisent à proposer une méthode approchée permettant de calculer la section 
réduite équivalente d’une pièce assemblée appuyée sur une surface d’appui de diamètre Dappui : 
1 - on calcule Ap* en considérant les paramètres (Lp*, Dappui*, dt*). On remplace alors Dp* par Dappui* 
dans la formule proposée pour le calcul des raideurs des pièces cylindriques de révolution 
(éq.III.29) : 
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)DD(
)2,0L(7,0
tan1D5,0D1
4
A
2*
t
2*
appui
*
2p12*
appui
2*
t
*
p
  III. 29 
2 - on calcule Ap* en considérant les paramètres (Lp*,Dp2*,dt*) (éq.III.30) : 
( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−
−⋅⋅−⋅+−⋅π= −
)DD(
)2,0L(7,0
tan1D5,0D1
4
A
2*
t
2*
2p
*
2p12*
2p
2*
t
*
p
  III. 30 
3 - on fait la moyenne des deux calculs précédents. 
La section équivalente réduite d’une pièce de diamètre extérieur Dp2 en appui sur Dappui s’obtient en 
faisant la moyenne des sections équivalentes réduites d’une pièce de diamètre extérieur Dp2 et d’une 
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pièce de diamètre extérieur Dappui (figure III-24). Il est évident que le résultat obtenu est d'autant 
plus précis que Dp1 et Dp2 sont voisins. 
 
dt
1 
Dp2 
Lp 
Lp1
Lp22 
Dp1
Lp
D appui = Dp1 
 Kp= f(Dappui)   < Kp2= f(Dp1)  <  Kp2= f(Dp) 
D appui = Dp2 
 
Figure III-24 :  Calcul de la raideur de la pièce2 en fonction de Dp1 
 
 
Les résultats obtenus sont illustrés par les courbes de la figure III-25. Les écarts relatifs obtenus 
sont très faibles ; ils ne dépassent pas 6% dans le cas de pièces de faibles épaisseurs. 
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Figure III-25 :  Section réduite en fonction du diamètre d’appui pour plusieurs hauteurs de la pièce assemblée. 
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Remarque :  
La méthode proposée ci-dessus permet de calculer facilement la raideur de l’empilage de deux 
pièces assemblées à partir des formulations proposées dans le chapitre II.  
A partir des courbes obtenues et de l’analyse de la figure III-24, nous pouvons également proposer 
une formule empirique basée sur les formulations précédentes (eq. III-30) en remplaçant dans 
l’équation le diamètre extérieur de la pièce (2) Dp2* par 1,4.Dappui : 
( )
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−⋅−⋅⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −⋅+−⋅π=
)D2)D4,1((
)2,0L(7,01tan12)D4,1(5,0D1
4
*
p
A
2*
t
*
appui
2*
p*
appui
2*
t
  III. 31 
 
III.2.4 CONCLUSION 
La détermination de la raideur d’un empilage de pièces est un problème complexe. L’approche 
proposée dans ce chapitre a permis de montrer sa complexité et d’apporter une solution satisfaisante 
dans le cas de l’empilage de deux pièces. 
Le modèle schématisé figure III-20 montre qu’il s’agit de calculer la raideur de deux pièces (1) et 
(2) de diamètres différents et de matériaux différents. 
La section réduite de la pièce la moins large (pièce (1) sur la figure) s’appuie sur la formule définie 
dans le chapitre II (eq. II-16) qui donne Ap1*en faisant Lp*=2Lp1*
La section réduite de la pièce (2) s’obtient : 
- soit en faisant la moyenne entre la section réduite de la pièce (2) appuyée sur son diamètre 
extérieur Dp2 et la section réduite d’une pièce virtuelle de diamètre Dappui , 
- soit en appliquant l’équation II-16 sur une pièce (2) virtuelle de diamètre extérieur 1,4.Dappui. 
Le résultat pour les deux méthodes donne Ap2*. 
Nous pouvons ensuite calculer facilement les souplesses de chaque pièce : 
1p1p
1p
1p
1p EA
L
K
1S ⋅==  et  2p2p
2p
2p
2p EA
L
K
1S ⋅==   III. 32 
Et la souplesse (ou la raideur) de l'ensemble : 
    
p
2p1pp K
1SSS =+=     III. 33 
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L’intérêt de cette démarche est d’une part sa simplicité d’application et d’autre part la justesse des 
résultats obtenus avec des erreurs relatives très faibles en comparaison avec les résultats EF. Ce cas 
couvre une très grande partie des empilages rencontrés puisqu’il est relativement peu fréquent de 
procéder à l’assemblage de trois pièces ou plus. Toutefois, il serait intéressant de traiter le problème 
d'un empilage quelconque. Cela nécessiterait d'établir une formulation de Ap* pour une pièce 
appuyée de part et d'autre sur des sections cylindriques de diamètres d'appuis quelconques. 
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Chapitre IV : Modélisation analytique du système vis écrou et intégration des connaissances des raideurs en E.F. 
Chapitre IV : MODELISATION ANALYTIQUE DU SYSTEME VIS 
ECROU ET INTEGRATION DES CONNAISSANCES DES 
RAIDEURS EN ELEMENTS FINIS 
 
IV.1 MODELISATION DISCRETE DE LA LIAISON VIS- ECROU :  
IV.1.1 MODELISATION EN ASSEMBLAGE CONTINU. 
La modélisation que nous allons développer dans ce paragraphe peut s’appliquer à différents types 
d’assemblages tels que les assemblages collés, les assemblages soudés, et les assemblages par 
filetage. Elle est fortement inspirée d’un article général de A. KIEDRZYNSKI et L. COPPENS de 
l’Université Libre de Bruxelles [34]. Compte tenu des hypothèses, elle doit être considérée comme 
seulement qualitative mais elle présente le grand intérêt de bien mettre en évidence l’influence des 
paramètres fondamentaux de la liaison. Enfin une critique de la modélisation permettra de bien 
montrer ses insuffisances et d’introduire le modèle discret qui sera présenté à la suite. 
 
IV.1.1.1 ETUDE GENERALE 
Soit un assemblage de deux systèmes élastiques composé de deux corps 1 et 2 assemblés par une 
jonction continue à la frontière entre ces deux éléments (figure IV-1). Cette jonction peut être un 
collage, une soudure ou un filetage pour le cas particulier qui nous intéresse. On peut également 
avoir deux dispositions de travail, le cas 1 où le corps 1 est chargé par un effort de tension P et le 
corps 2 par un effort de compression -P disposition qui correspond à l’écrou classique et le cas 2 ou 
le corps 2 est chargé en tension par un effort -P ce qui correspond à l’écrou suspendu. 
Ici, nous nous intéressons au cas 1 pour la modélisation du système vis écrou [vis (1) écrou (2)]. 
 
2
1 U1 P -P z
a- Cas 1
b- Cas 2
P-P
liaison
U2
U1
U2
z1
2
 
Figure IV-1 : .Modélisation d’une liaison continue 
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Les hypothèses de modélisation sont les suivantes : 
- Les déplacements u1 et u2 respectivement dans « 1 » et « 2 » sont distribués uniformément dans les 
sections transversales perpendiculaires à l’effort P. On néglige les déplacements transversaux (effet 
Poisson) mais également les déplacements dus aux efforts radiaux dans le filetage. 
- La liaison est parfaitement élastique. Il en résulte que l’effort q transmis par unité de longueur de 
la liaison suivant z (figure IV-2) est proportionnel au déplacement relatif :  
   q = k (u1-u2)     IV. 1 
avec k = constante appelée « rigidité unitaire de la liaison » 
Notons que l’effort q(z) détermine la sollicitation de la liaison et que qmax caractérisera sa résistance. 
 
U1
(a) 
P2(z) 
liaison 
U2
(2)
(1)
dz
P1(z) 
Z
q dz 
P1 
P1+dP1 
(1)
(b)
 
Figure IV-2 :  Répartition des charges sur un tronçon 
 
Pour un tronçon élémentaire de longueur dz, on note P1(z ) et P2(z ) les efforts dans les sections 
transversales relatives à (1) et (2). 
L’équilibre du système s’écrit : 
dP1 – qdz = 0      d’où  qdz
dP1 =     IV. 2 
et conformément à l’hypothèse 1 on a : 
22
22
2
11
11
1 EA
P
dz
duet
EA
P
dz
du ==ε==ε     IV. 3 
avec A1 et A2 les sections sollicitées des solides « 1 » et « 2 » et E1 et E2 les modules d’élasticité. 
En dérivant l’expression (IV-1) par rapport à z et en introduisant les valeurs calculées en (IV-2) et 
(IV-3) on obtient : 
)  avec :          
22
11
EA
EA=λ   IV. 4 ( 21
11
2
1
2
PP
EA
k
dz
Pd λ−=
En considérant l’ensemble de la liaison (figureIV-3) de longueur H, nous introduisons la 
coordonnée réduite : 
H
z=ξ   avec 0 ≤ ξ ≤ 1      IV. 5 
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H
o P1 P -P z
P2
liaisonB
B
z
 
Figure IV-3 :  Définition des paramètres de la liaison 
 
L’équilibre du système matériel situé à gauche de la section BB (figure IV-3) s’écrit : P2 = -P1
En remplaçant dans IV-4, on obtient : 
0P
d
Pd
1
2
2
1
2
=β−ξ  avec   ( λ+=β 1AE
kH
11
2
2 )   IV. 6 
Pour les conditions aux limites :  P1(ξ = 0) = 0   et   P1(ξ = 1) = P , 
l’équation (IV-6) admet la solution suivante : 
  β
βξ=
sinh
sinhPP1      IV. 7 
On en déduit alors :   β
βξβ=
sinh
cosh
H
Pq      IV. 8 
En posant : 
P/H =qmoy effort unitaire moyen dans la liaison (effort par unité de longueur) 
q(ξ=1) = qM effort unitaire maximum (effort qui préfigure la résistance de la liaison) 
On obtient alors : 
  β
βξββ=β
βξβ=
cosh
coshctgh
sinh
cosh
q
q
m
   IV. 9 
Soit :    ββ= ctgh
q
q
m
M       IV. 10 
 
0 
qM/ qm 
β 1 2 3 4 5
5 
4 
3 
2 
1 
1,0 
2,0 
3,0 
qMax/ qm P1/P2 
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ξ 
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β=3 
q/qm 
P1/P2 
 
Figure IV-4 :  Répartition de la charge, en fonction de β et de la longueur du contact 
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On peut noter que le rapport présente un minimum pour ξ = 0 : 
   
β
β= sinh
1
q
q
m
min      IV. 11 
La figure IV-4 présente l’allure des fonctions qM/qm relation (IV.10) et P1(ξ)/P relation (IV.7) et 
q(ξ)/qm relation (IV.9). 
 
Conclusion : cette étude générale est classique et reste qualitative, mais elle permet des conclusions 
intéressantes du point de vue de la conception des liaisons et également de la compréhension du 
phénomène. 
- L’effort unitaire q est maximum à son extrémité z = H (ξ = 1). C’est effectivement ce que l’on 
observe sur la longueur du filetage. L’effort unitaire maxi rapporté à l’effort unitaire moyen qM/qmoy 
ne dépend que de la valeur du paramètre β et croît lorsque celui-ci croît. 
- la valeur β est petite quand la liaison est courte et souple (H²K petit) ou quand les pièces 
assemblées sont rigides (E1 A1 et E2 A2 grands). 
Si la liaison est très souple (β<<1) cas d’un silentbloc par exemple on a 1
q
q
m
H ≈  donc mH qH
Pq =≈  
Dans ce cas l’effort est distribué à peu près uniformément. 
- La valeur de β est grande quand la liaison est longue et rigide (H²K grand) ou quand les pièces 
assemblées sont souples (E1 A1 et E2 A2 petits).  
Dans ce cas (β>2) on a : 
β≈
m
M
q
q
 et donc 
2
1
2211
Max AE
1
AE
1kPq
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=    IV. 12 
La pointe qMax ne dépend alors pratiquement plus de la longueur de la liaison. 
Si l’on veut réduire la valeur de pointe qM, la relation (éq. IV.12) montre que l’on peut réduire la 
rigidité de la liaison ou augmenter la rigidité des pièces assemblées. 
Il n’y a par ailleurs aucun intérêt à allonger davantage la liaison. 
 
IV.1.1.2 CALCUL DE LA RAIDEUR EQUIVALENTE VIS/ECROU Kve 
On peut définir cette raideur comme le quotient de la charge totale P par le déplacement relatif 
maximum uM (figure IV-5) : 
M
ve u
PK =         IV. 13 
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uM
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liaison
écrou
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u1M
 
Figure IV-5 :  Modélisation de la liaison vis-écrou 
 
Pour z = H (ξ = 1) , on a uM = u1M = qM/k et P1 = P  avec  ββ= ghcot
H
Pq M   
Donc     ββ= ghcot
kH
Pu M     IV. 14 
On en déduit la raideur équivalente Kve : 
  ββ== tgh
Hk
u
PK
M
ve     IV. 15 
et en explicitant β 
⎥⎥
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⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
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⎣
⎡
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2
1
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2211
ve AE
1
AE
1Hktgh
AE
1
AE
1
kK   IV. 16 
Conséquence : que peut-on déduire de cette étude concernant le système vis-écrou ? 
L’étude montre qu’à partir de la raideur locale k, on peut alors facilement calculer Kve (voir §IV-3) 
Inversement, si on connaît Kve (résultat des simulations et du plan d’expériences), on peut aisément 
déduire k et calculer les modules G et E du matériau à installer dans une modélisation EF 3D (voir 
modélisation en EF 3D des vis et des boulons § IV.2). 
En effet, en faisant l’hypothèse que la liaison « cisaillée » est de faible épaisseur par rapport aux 
autres dimensions, on peut calculer une contrainte de cisaillement moyenne (ici au diamètre moyen 
du filetage d2) 
  
22 d
kdu
d
q
π=π≈τ     IV. 17 
 
du
γ 
e
τ 
τ 
 
Figure IV-6 :  Cisaillement d’un élément 
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τ= γ G    avec    ( )υ+= 12
EG  
   e
G
edu τ=γ=      IV. 18 
De (IV-17) et (IV-18) on déduit : 
K
d
e
G
du 2
τπ=τ=  
   
2d
keG π=      IV. 19 
 
IV.1.1.3 CRITIQUE DE LA MODELISATION 
Cette modélisation bien qu’imparfaite, s’applique très bien aux assemblages collés ou soudés (par 
exemple brasés) KIEDRZYNSKI et COPPENS [34]. C’est dans le domaine des pièces filetées que 
la modélisation en assemblage continu connaît la plus grande distorsion par rapport à la réalité. Ces 
écarts peuvent être classés en trois catégories fondamentales : 
- les déformations parasites négligées dans les hypothèses de la modélisation, 
- les imperfections de l’exécution des surfaces conjuguées des filets mâle et femelle, 
- l’adaptation plastique du filet. 
 
IV.1.1.3.1 Déformations parasites 
Déformation radiale 
Le type d’assemblage fileté étudié (figure IV-3) est de loin le plus répandu. On observe que la 
sollicitation axiale engendre une contraction radiale de la vis et une dilatation radiale de l’écrou.  
L’origine de ces déformations est double : 
- la composante radiale de l’effort de contact sur la surface du filet tend à dilater l’écrou et à 
contracter la vis. 
- suite à l’effet de POISSON, l’effort axial de traction P1 dans la vis produit sa contraction radiale. 
Au contraire, l’effort axial de compression P2 = - P1 dans l’écrou produit sa dilatation radiale. 
Ces deux effets agissent dans le même sens et se superposent. La dilatation de l’écrou et la 
contraction de la vis s’accompagnent d’un glissement relatif sur le flanc du filet dans la direction 
normale à l’hélice moyenne du filetage. Ce glissement donne lieu à un déplacement relatif axial des 
filets mâles et femelles en prise (u1 - u2) sup. Ce déplacement peut se produire sans imposer une 
déformation du filet ; il se soustrait donc au déplacement relatif total et on a, au lieu de la relation 
(IV-1) : 
   Q=k.[ u1 - u2 -(u1 - u2) sup]   IV. 20 
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Le déplacement relatif supplémentaire est plus prononcé au voisinage de z = H (figureIV-3) où 
l’effort de contact sur la surface du filet et les efforts axiaux P1 et P2 (voisins respectivement de P et 
de –P) sont les plus élevés. En outre, le glissement relatif perpendiculaire à l’hélice moyenne du 
filetage réduit la largeur de la surface de contact entre les filets mâle et femelle avec, comme 
conséquence, une diminution locale de la rigidité k. L’effort résultant de cette déformation radiale 
parasite est donc favorable à la réduction de la pointe qM. 
 
Flexion torique de l’écrou  
L’effort P est appliqué sur l’écrou au droit des filets, tandis que les réactions d’appui s’exercent sur 
un rayon moyen R’ (figure IV-7). Il en résulte, dans chaque section droite de l’écrou passant par son 
axe, un couple qui tend à déformer l’écrou en le refermant au sommet. Ce phénomène est rendu 
possible grâce à la présence du jeu dans le filetage. 
 
 
Face 
d’assise 
H 
R’
PP
z
r O 
 
Figure IV-7 :  Flexion torique de l’écrou 
 
Cette déformation radiale de l’écrou entraîne au voisinage du sommet (z = 0) de l’écrou : 
- un glissement dans la direction perpendiculaire à l’hélice moyenne du filetage, accompagné d’un 
déplacement axial parasite (u1 - u2) parasite<0. 
- une augmentation de la largeur de contact (dans la direction perpendiculaire à l’hélice moyenne) 
entre les filets mâle et femelle avec, comme résultat, un accroissement local de la rigidité k 
intervenant dans la relation (IV-1). Ces deux effets agissent dans le même sens et tendent à 
augmenter l’effort axial unitaire q au voisinage de z = 0 où q = qmin, donc à uniformiser la 
distribution q(z) avec un effort favorable réduisant la pointe qM. 
 
Retard de cisaillement  
La transmission des efforts entre les pièces mâle et femelle étant localisée dans le domaine étroit du 
filetage, on peut prévoir (comme dans le cas de la soudure) l’entrée en jeu du phénomène de retard 
de cisaillement « shear lag » entraînant une distribution des déplacements u1 et u2 non uniforme 
dans les sections transversales, contrairement à l’hypothèse1 du §IV-1.1 
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IV.1.1.3.2 Imperfection d’exécution du filetage 
Comme la répartition de l’effort axial unitaire q (relation IV-1) est liée à des déplacements relatifs 
(u1 - u2) de l’ordre de quelque microns, les imperfections d’exécution (erreurs de pas et erreurs de 
l’angle du flanc de filet) influencent beaucoup cette répartition et, en particulier, la valeur de pointe 
qM. Cette influence peut être soit défavorable, soit favorable suivant le sens de l’erreur d’exécution 
(dans le cas de l’exécution d’un pas plus grand que celui de la vis). On comprend dès lors l’origine 
de la très grande dispersion des mesures d’endurance effectuées sur les boulons. 
 
IV.1.1.3.3 Adaptation plastique du filet 
Nous avons vu que le filet le plus chargé se trouve dans la section z=H (figure IV-3) et que l’effort 
sollicitant la section transversale du noyau atteint sa valeur maximale au même endroit. 
Cette zone est donc soumise à des contraintes importantes qui, de plus, sont amplifiées par l’effet 
d’entaille du filet. En fin de compte, on arrive a une très grande concentration de contrainte qui 
rapportée à la contrainte de tension donne des kt élevés difficiles à calculer (kt = 4 à 12). 
Un effort P relativement peu élevé peut alors conduire localement au dépassement de la limite 
élastique du matériau ; le filet le plus chargé se dérobe et l’effort unitaire q(z) se redistribue en 
allégeant la pointe qM. 
Si la charge croît, le domaine du régime plastique s’élargit et se propage progressivement vers 
l’extrémité z = 0, l’effort de liaison étant reporté sur les filets moins chargés. 
Ainsi, la quasi-totalité du filetage en prise travaille plastiquement au moment d’atteindre la limite 
de rupture du noyau de la vis, et q(z) est alors distribué à peu près uniformément. 
Ce mécanisme, appelé «  adaptation plastique » confère aux filetages une grande sécurité vis-à-vis 
de la rupture statique. Il est évident qu’il ne peut se manifester dans sa plénitude que si le matériau 
utilisé est suffisamment ductile [41] (figure IV-8). 
 
  
Figure IV-8 : Evolution d’endommagement sur les filets. Représentation de l’arrachement [41]. 
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IV.1.2 MODELISATION DISCRETE DE LA LIAISON VIS- ECROU : CALCUL DE LA 
REPARTITION DE CHARGE ET DE LA RAIDEUR GLOBALE. 
IV.1.2.1 INTRODUCTION 
Différents auteurs ont essayé de traduire le comportement d’un assemblage vis-écrou à l’aide d’un 
modèle équivalent construit à partir de ressorts traduisant la raideur des filets en prise. Ces travaux 
avaient essentiellement pour but de mettre en évidence la répartition des efforts entre les filets, 
comme nous l’avons montrée précédemment à partir d’une modélisation en assemblage continu.  
Parmi tous les travaux réalisés, on peut citer ceux de WANG [56], de WANG et MARSHEK [55] et 
de GENELOT [26]. Ce dernier a repris le modèle de WANG en installant une rotation de 
l’ensemble des ressorts pour prendre en compte la déformation en cône de l’écrou (figure IV-7). 
Cette préoccupation est louable puisque tous les auteurs ont constaté qu’elle modifiait d’une 
manière non négligeable la répartition des charges entre les filets. Mais dans ce travail, le point 
d’articulation de l’ensemble des ressorts et la raideur en flexion de la liaison ont dû être déterminés 
à partir des simulations en EF 3D du système étudié, ce qui enlève toute généralité au modèle. 
Nous proposons ici de reprendre le modèle de WANG et de l’enrichir de la prise en compte sur 
chaque filet en prise de la modification de raideur introduite par la rotation de l’écrou calculée 
analytiquement. Le calage du modèle est effectué à partir de la raideur globale déterminée 
précédemment à l’aide du plan d’expériences ce qui, à notre sens, lui confère une généralité 
supérieure. 
 
IV.1.2.2 PRINCIPE DE LA MODELISATION. 
Le principe de la modélisation est illustré par le schéma figure (IV-9). 
 
p Kf Kv
Ke 
d3/2 
Db/2 
Da/2 
Corps de l’écrou 
Corps de la vis
Axe de symétrie 
 
Figure IV-9 : Schématisation de l’écrou et la vis en prise. 
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Cela consiste à réaliser un modèle axisymétrique discret, composé de ressorts dont les raideurs 
représentent celles des différentes parties de l’assemblage et sont calculées analytiquement. La 
résolution peut se faire aisément en écrivant le système de n équations linéaires issues des 
conditions d’équilibre WANG [56]. On peut également utiliser une formulation matricielle de type 
éléments finis, ce qui rend la résolution plus élégante et permet, dans le cas de la prise en compte de 
la déformation conique qui rend le système non linéaire, de formuler un algorithme de résolution 
simple et rapide. C’est ce que nous proposons de montrer dans cette partie. 
 
IV.1.2.3 DETERMINATION DE LA RAIDEUR DES PRINCIPAUX ELEMENTS 
La conception du modèle nous impose de déterminer pour chaque ensemble élémentaire de 
longueur le pas p ; la raideur axiale du noyau de la vis, la raideur axiale de la tranche de l’écrou et la 
raideur axiale apparente de l’ensemble associant un filet de vis au filet correspondant de l’écrou. 
 
IV.1.2.3.1 Raideur axiale du noyau de la vis Kv  
La manière la plus simple de caractériser cette raideur, c’est d’assimiler chaque partie du corps de la 
vis située entre deux filets successifs à un cylindre de diamètre d3 (diamètre de noyau de la vis) et 
de longueur le pas du filetage p, sur lequel on applique à ses extrémités une contrainte de tension 
uniformément répartie. 
Soit :      
p4
Ed
K
2
3
v
π=      IV. 21 
Cette modélisation à l’avantage d’être simple mais elle ne reflète qu’imparfaitement la réalité. En 
effet, si l’on examine la répartition des contraintes dans la section filetée en prise avec l’écrou 
obtenue par EF, on voit que la contrainte dans une section varie de façon importante en fonction du 
rayon (figure IV-10). Toutefois, il ne semble pas judicieux de rechercher une formulation plus 
complexe car, dans le système étudié, c’est la souplesse des filets Sf = 1/Kf qui est prépondérante et 
que l’on doit évaluer avec précision. 
 
 
r 
0 
d3/2
σtd3
 
Figure IV-10 : Répartition des contraintes en tension dans une section du noyau (partie en prise). 
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IV.1.2.3.2 Raideur axiale du corps de l’écrou. 
Chaque tronçon du corps de l’écrou est assimilé à un cylindre creux de diamètre extérieur Da, de 
diamètre intérieur le diamètre à fond de filet Db et de hauteur égale au pas du filetage p. On lui 
applique une contrainte uniformément répartie ce qui permet d’écrire : 
   
( )
p4
DDE
K
2
b
2
a
e
−π=     IV. 22 
On peut faire les mêmes remarques que précédemment sur la répartition non uniforme des 
contraintes de compression et sur le fait que la déformation de cette partie est faible comparée à 
celle des filets. 
 
IV.1.2.3.3 Raideur apparente d’un couple de filets Kf. 
Le déplacement axial d’une section du corps de vis par rapport à la section correspondante du corps 
de l’écrou est dû à 3 causes illustrées figure IV-11 : 
- la somme des déformations en flexion-cisaillement des deux filets en contact. 
- le déplacement axial relatif dû à la déformation radiale du noyau de la vis et à celle du corps de 
l’écrou. 
- le déplacement axial dû au basculement du corps de l’écrou (comme mentionné précédemment 
dans l’étude de la modélisation en assemblage continu) qui diminue la pénétration des filets à sa 
base et augmente cette pénétration à son extrémité. 
Notons que ce déplacement radial a le même effet que les dilatations dues à la composante radiale 
de l’effort appliqué sur les filets, sauf qu’il change de sens dans une section de l’écrou et que son 
effet se traduit par une augmentation du déplacement relatif axial pour les filets situés à la base de 
l’écrou (diminution de la raideur apparente) et par une diminution du déplacement axial relatif pour 
les filets situés à son extrémité supérieure (augmentation de la raideur apparente). 
 
 
-δr 
+δr 
δave δre
δrvδFve 
a/ flexion des filets b/ dilatations radiales c/ déformation du  
corps de l’écrou 
 
Figure IV-11 : Illustration des déplacements relatifs des deux filets en prise sous chargement. 
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IV.1.2.3.3.1 Calcul du déplacement relatif dû à la déformation des filets. 
Hypothèses : 
- Compte tenu de la faible hauteur du filet par rapport à son diamètre moyen, pour le calcul de la 
flèche, le filet peut être considéré comme une poutre. 
- On matérialise le contact sur le diamètre moyen théorique. Cette hypothèse peut paraître trop 
simplificatrice mais on montre facilement quelle n’entraîne pas d’erreur importante car nous avons 
toujours deux filets associés et, lorsque le point de contact s’éloigne de la section d’encastrement du 
filet de la vis, il se rapproche de celle de l’écrou. 
- Enfin, ajoutons une dernière hypothèse qui est commune à l’ensemble des modélisations de la 
thèse et qui stipule que l’angle d’hélice toujours très faible a peu d’influence sur la rigidité. 
On calcule facilement et de façon générale la flèche d’un filet à partir du modèle représenté figure 
IV-12. 
 
x 
y 
P=w.L 
Y0
Y1
o Y2 
c 
y 
x 
P 
o 
h 
x 
c 
 
Figure IV-12 :  Schématisation du filet. 
a) Flèche en O de la poutre en flexion δf: 
12
bhIetPxMfetdx
EI
Mf
2
1Uavec
P
U 32
f
f
ff ===∂
∂=δ ∫    IV. 23 
on peut exprimer h en fonction de Y1et Y2  
soit : ( )121 YYc
xYh −+=  
Finalement après intégration on obtient :  
( ) ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −⋅−
⋅+−⋅⋅
⋅=δ
2
3
Y2
Y
Y
Y2
Y
Y
Ln
YY
c
bE
P12
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
ff     IV. 24 
b) Flèche en O de la poutre due au cisaillement. 
Compte-tenu de la faible hauteur des filets par rapport à leur épaisseur, la déformation due au 
cisaillement n’est plus négligeable et vient s’ajouter à la déformation de flexion. 
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dx
GA
T
2
1Uavec
P
U 2
sc
c
fc ∫α=∂
∂=δ        IV. 25 
avec 
5
6
s =α  (section rectangulaire) : coefficient de forme de la section 
A = aire de la section = b.h 
L’effort tranchant T=P est constant tout le long de la partie de poutre considérée. 
Le calcul donne : 
( ) 1
2
12
fc Y
Y
Ln
YY
c
bG
P
5
6
−⋅⋅⋅=δ        IV. 26 
c) Flèche en O de la poutre. 
En additionnant les deux expressions précédentes IV-24 et IV-26, on obtient :  
( ) ( ) 1
2
12
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
f Y
Y
Ln
YY
c
bG
P
5
6
2
3
Y2
Y
Y
Y2
Y
Y
Ln
YY
c
bE
P12
−⋅⋅⋅+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −⋅−
⋅+−⋅⋅
⋅=δ  IV. 27 
Nota : la flèche totale sera bien évidemment la somme des flèches dues au filet de la vis δf-vis et au 
filet de l’écrou δf-écrou. Pour le calcul on se servira de la formule (IV.27) où les paramètres Y1, Y2, c, 
b et éventuellement E et G auront des valeurs différentes. 
 
IV.1.2.3.3.2 Calcul du déplacement relatif dû à la contraction du corps de la vis et à la 
dilatation du corps de l’écrou 
Ces expressions sont classiques et relèvent du calcul des enveloppes épaisses (problème de LAMÉ). 
Pour le corps de vis de diamètre d3 on a (figure IV-13 a) : 
     ( υ− )⋅
⋅=δ 1
E2
pd v3
rv     IV. 28 
 
d3
p 
pv
Db
p 
Da 
pe
a b  
Figure IV-13 : Calcul des dilatations radiales du noyau de vis et du corps d’écrou 
 
Pour le corps de l’écrou on a (figure IV-13 b) :  
   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ υ+−
+
⋅
⋅=δ 2
b
2
a
2
b
2
aeb
re DD
DD
E2
pD
    IV. 29 
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En se plaçant dans le cas d’un filet d’épaisseur p, de demi-angle au sommet α et d’un serrage à la 
clé (f=0), on calcule aisément le déplacement axial induit par les déplacements radiaux (figure IV-
14). 
Fa F 
Fr 
δr δa
α p 
 
Figure IV-14 : Déplacement axial induit par une déformation radiale. 
 
On connaît l'effort axial sur un filet : Fa = P  d’où Fr = P tgα. 
Les pressions radiales s'écrivent alors sous la forme : 
3
v dp
tgPp ⋅⋅π
α⋅=  et 
b
e Dp
tgPp ⋅⋅π
α⋅=  
La relation entre les déplacements s’écrit : δa = δr tgα 
On déduit alors les déplacements axiaux de la vis et de l'écrou :  
  ( ) ( ) αυ−π=π
ααυ−⋅=δ
2
3
3
av tg1p
1
E2
P
pd
Ptgtg1
E2
d
   IV. 30 
α⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ υ+−
+
⋅⋅π⋅=π
αα⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ υ+−
+
⋅=δ
2
2
b
2
a
2
b
2
a
b
2
b
2
a
2
b
2
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ae tgDD
DD
pE2
P
pD
Ptgtg
DD
DD
E2
D
  IV. 31 
 
Remarque : Dans ce cas de calcul, il est facile d’introduire le frottement entre les filets [26] qui 
diminue Fr pour un effort P donné. Mais cela n’a de sens que pour un serrage par tendeur 
hydraulique; en toute rigueur, il faudrait en tenir compte sur la face de contact écrou/pièce ce qui 
complique inutilement la modélisation. 
 
IV.1.2.3.3.3 Déplacements radiaux dus à la déformation globale du corps de l’écrou (rotation ω 
de la section droite) 
La méthode appliquée, tient compte de la variation de ω suivant r qui transforme la section 
rectangulaire en une section trapézoïdale (figure IV-15). Elle respecte la loi de Hooke et 
l’hypothèse de Bernoulli. Toutefois, le calcul néglige l’influence des tensions dues à la composante 
du moment de flexion parallèle à l’axe de l’anneau qui est toujours négligeable lorsque les 
déformations sont petites devant h [50]. 
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G h
R2
PT
R1=a
a
c
ω 
r
PT 
 
Figure IV-15 :  Définition de l’anneau soumis à un couple d’efforts PT (corps d’écrou) 
 
Dans le cas particulier où R1 = a, au rayon r=a ou σr = 0  
on a : 
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ υ−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ υ−
−π=ω a
R
Ln1
c
aR
2
1
ac
ac
Eh
P6 2
2
22
2
22
2
3
T    IV. 32 
Cette expression est suffisamment évoluée pour permettre une bonne description de la rotation des 
sections de l’anneau. Toutefois, dans notre cas, il se pose deux problèmes importants : 
Le premier concerne le choix de R2 qui représente le rayon sur lequel on pourrait appliquer la 
résultante des efforts de contact qui donnerait la même valeur de ω que le chargement réel. Deux 
attitudes sont possibles : 
- Soit nous assimilons la répartition des forces de contact à une répartition hyperbolique proche de 
ce que l’on visualise en EF et on admet R2 = (a+c)/2 en se contentant de la précision donnée par le 
calcul. 
- Soit nous prenons R2 comme un paramètre de calage exprimé en fonction du diamètre nominal d et 
choisi comme une valeur moyenne pour le domaine des dimensions étudiées. 
Le deuxième problème concerne la valeur de l’effort axial auquel est soumis l’écrou. En effet, PT 
correspond à l’effort axial total et, dans la réalité, l’effort s’introduit dans chaque filet avec une 
répartition inconnue. Le problème se pose alors de ramener le déplacement radial introduit par la 
rotation de l’écrou due à l’effort total à l’effort appliqué sur chaque filet pour calculer une rigidité 
équivalente du filet (Figure IV-16). 
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h/2
h/2
5
ω 
4
2
3
1
6
δr5 
δr4 
δr2 
δr3 
δr1 
δr6 
b) Ecrou à 6 filets
16<d<30mm 
5 
ω 
4 
2 
3 
1 
a) Ecrou à 5 filets 
6<d<12mm 
h/2
h/2
δr5 
δr4 
δr3 
δr2 
δr1 
 
Filet Pour 5 filets Pour 6 filets 
N°1 δr1 = 2pω δr1 = 2,5pω 
N°2 δr2 = pω δr2 = 1,5pω 
N°3 δr3 = 0 δr3 = 0,5pω 
N°4 δr4 = - pω δr4 = -0,5pω 
N°5 δr5 = - 2pω δr5 = -1,5pω 
N°6  δr6 = -2,5pω 
Figure IV-16 : Déplacement de chaque filet du à la rotation ω 
 
Pour chaque filet il est donc aisé de calculer les déplacements axiaux induits par les déplacements 
radiaux :      δωi = δri. tgα     IV. 33 
Le problème vient du fait que l’on ne peut pas traduire ces déplacements en terme de souplesses 
locales car ils ne sont pas fonction de Pi (effort sur le filet i) mais de PT = ∑Pi. 
On va alors poser :     
i
ri
i P
tg
S
αδ=ω      IV. 34 
δri peut être calculé car il ne dépend que de l’effort total mais pas le terme de souplesse associée Sωi 
caractérisant le déplacement dû à ω qui dépend de Pi , effort sur le filet i inconnu. 
 
IV.1.2.3.3.4 Expression de la raideur locale du filetage Kfi  
On peut alors facilement calculer la raideur d’un couple de filets Kfi  
   
iavaefvfe
i
fi
P
K
ωδ+δ+δ+δ+δ
=     IV. 35 
avec :  δfe = flèche du filet de l’écrou [relation (IV.27)] 
δfv = flèche du filet de la vis [relation (IV.27)] 
δae = déplacement axial dû à la dilatation de l’écrou [relation (IV.30)] 
δav = déplacement axial dû à la contraction de la vis [relation (IV.29)] 
δωi = déplacement axial dû à la rotation ω [relation (IV.32)] 
ou en utilisant la notion de souplesse et en posant : 
i
av
av
i
ae
ae
i
fv
fv
i
fe
fe P
S;
P
S;
P
S;
P
S
δ=δ=δ=δ=  
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On obtient :    
i
ri
avaefvfe
fi
P
tg
SSSS
1K αδ++++
=    IV. 36 
Si nous examinons les expressions (IV.23) à (IV.27), seul le dernier terme de souplesse 
i
ri
i P
tg
S
αδ=ω  dépend du filet considéré et de son chargement Pi inconnu. 
 
IV.1.2.3.4 Conclusion 
On dispose maintenant de formulations permettant de calculer les différentes raideurs (Kv, Ke, Kfi), 
les deux premières sont des constantes et si on néglige Sωi, Kf devient également une constante. Le 
problème est alors facile à formuler et à résoudre analytiquement [56] mais il conduit à des pointes 
d’effort sur le premier filet supérieures à la réalité. Nous proposons de garder ce terme et de 
rechercher un traitement adapté. 
 
IV.1.3 CALCUL DE LA REPARTITION DES EFFORTS ENTRE LES FILETS ET DE LA 
RAIDEUR APPARENTE DE L’ENSEMBLE VIS/ECROU 
 
IV.1.3.1 CONSTRUCTION DU MODELE DE CALCUL : MATRICE DE RIGIDITE. 
On peut alors modéliser le contact vis-écrou par un ensemble de ressorts (cas de n = 6 filets en 
prise) et construire la matrice de rigidité (figure IV-17) 
 
 
5
4
2
3
1
PT
0
6
8
9
11
10
12
13
7Kf6
Kf5
Kf4
Kf3
Kf2
Kf1
Ke
Kv 
 
Figure IV-17 : Modèle équivalent de l’élément vis/écrou 
 
Les six ressorts représentant les parties de vis ont une raideur Kv constante, les six ressorts 
représentant les parties d’écrou ont une raideur Ke constante et les six ressorts représentant les 
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couples de filets ont une raideur Kfi (i =1 à 6) variable en fonction de la charge sur chaque filet. On 
note ui les déplacements aux nœuds et Pi les charges. 
 
Matrice globale de rigidité K 
On a donc un système de la forme : K.u = P   avec u13 = 0 et P0 = PT 
 
 u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13  
P0 kv -kv 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 u0
P1 -kv 2kv+kf1 -kv 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -kf1 0 u1
P2 0 -kv 2kv+kf2 -kv 0 0 0 0 0 0 0 -kf2 0 0 u2
P3 0 0 -kv 2kv+kf3 -kv 0 0 0 0 0 -kf3 0 0 0 u3
P4 0 0 0 -kv 2kv+kf4 -kv 0 0 0 -kf4 0 0 0 0 u4
P5 0 0 0 0 -kv 2kv+kf5 -kv 0 -kf5 0 0 0 0 0 u5
P6 0 0 0 0 0 -kv kv+kf6 -kf6 0 0 0 0 0 0 u6
P7 0 0 0 0 0 0 -kf6 kf6+ke -ke 0 0 0 0 0 u7
P8 0 0 0 0 0 -kf5 0 -ke kf5+2ke -ke 0 0 0 0 u8
P9 0 0 0 0 -kf4 0 0 0 -ke kf4+2ke -ke 0 0 0 u9
P10 0 0 0 -kf3 0 0 0 0 0 -ke kf3+2ke -ke 0 0 u10
P11 0 0 -kf2 0 0 0 0 0 0 0 -ke kf2+2ke -ke 0 u11
P12 0 -kf1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -ke kf1+2ke -ke u12
P13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -ke ke u13
 
IV.1.3.2 RESOLUTION DU SYSTEME : 
Le système serait alors facile à résoudre si toutes les raideurs étaient constantes. La difficulté vient 
du fait que les Kfi qui caractérisent les raideurs équivalentes des filets dépendent des charges locales 
Pi, c’est à dire de la répartition des efforts entre les filets, on pourrait appliquer une méthode 
classique de résolution des systèmes non linéaires (type NEWTON RAPHSON). 
Nous avons préféré, à partir de l’hypothèse que la répartition des efforts Pi entre les filets dépend 
peu de la répartition des raideurs Kfi traiter le problème comme une correction d’un résultat 
approché et lui appliquer une procédure itérative. 
Le principe est simple : on part de 
n
P
P Ti =  on calcule Pic sur chaque filet. Puis on compare n
P
àP Tic  
et on itère de ε (précision choisie) dans un sens ou dans l’autre suivant le résultat du test jusqu’à ce 
que tous les Pic = Pi ± ε  
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On obtient la répartition des efforts le long du filetage (Pi) et les déplacements aux nœuds (ui). La 
valeur de u0 permet alors de calculer la raideur équivalente globale.
T
0
ve P
u
K =  
 
IV.1.3.3 APPLICATION AU SYSTEME VIS ECROU H M24 : 
Les détail du calcul ainsi que le calage nécessaire du modèle sont donnés en annexe V. On donne ici 
sur la figure IV-18 les courbes de répartition des efforts pour les différents cas de calcul. 
On voit que le modèle classique majore de façon importante  la charge sur le premier filet. 
En tenant compte du basculement du corps de l’écrou, on retrouve avec une très bonne 
approximation la répartition donnée par les éléments finis 
 
Comparaison
0 
20000 
40000 
60000 
80000 
100000 
120000 
0 1 2 3 4 5 6 7 
N°filets 
Q 
avec ω et calage_640 iterations 
sans tenir compte de  ω
E.F.
avec ω et calage_1er iteration 
avec ω et sans calage_640 iterations 
avec ω et sans calage_1er iteration 
 
Figure IV-18 : Répartition des efforts entre les filets. 
 
Le calage de R2 est fait par l’intermédiaire d’un coefficient de calage w que nous avons introduit 
avant le terme 
i
ri
i P
tg
S
αδ=ω  dans l’expression (IV.36), le calcul donne une valeur (w~ 0,5) que l’on 
peut utiliser pour tous les assemblages vis-écrou normalisés. 
Le tableau ci-dessous permet de comparer les raideurs obtenues. 
 
Cas Sans tenir compte de ω Avec ω sans calage Avec ω et calage E.F. Formule 
Kve 3764280 3636530 3517240 2737140 2741100 
 
On peut remarquer que la raideur globale est peu sensible à la répartition des efforts ce qui valide le 
procédé de calcul développé au chapitre 2 même pour le cas où l’on a plastification des filets. 
IV.1.3.4 CONCLUSION  
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La répartition des charges entre les filets a fait l’objet de nombreux travaux en éléments finis [30], 
[41]. Nous avons montré que nous pouvions également l’obtenir analytiquement avec une bonne 
précision. Nous pouvons constater sur l’exemple traité la convergence rapide de l’algorithme, ainsi 
que la bonne représentativité de la répartition des efforts entre les filets comparée aux calculs 
Eléments Finis. 
Ces résultats justifient la prise en compte de la déformation globale de l’écrou que nous avons 
introduite. Par contre cette modélisation n’est pas adaptée au calcul de la raideur équivalente 
directement liée au déplacement calculé du premier filet connu avec une précision médiocre. 
 
IV.1.4 EVALUATION DE LA RIGIDITE EN FLEXION DE LA LIAISON VIS-ECROU PAR 
ELEMENTS FINIS 
Contrairement à la rigidité en tension, nous ne disposons d’aucune donnée expérimentale sur la 
rigidité en flexion, il nous faut donc l’évaluer par des calculs éléments finis. Tous les calculs sont 
effectués grâce au logiciel IDEAS. L’étude porte sur un diamètre de vis normalisée M 24 (la 
hauteur de l’écrou est de 19,2 mm)[45]. 
 
IV.1.4.1 PRESENTATION ET CRITIQUE DU MODELE 
Une seule moitié de la géométrie est représentée. Il n’y a pas de jeu au niveau des filets, et l’hélice 
des filets n’est pas respectée. Dans ces conditions, le modèle présente donc une symétrie de 
révolution. Le coefficient de frottement au niveau des éléments de contact est pris égal à zéro. 
 
  
Figure IV-19 : Maillage et conditions aux limites appliquées au modèle éléments finis 3D 
 
Des conditions aux limites sont imposées sur le plan de symétrie. Tous les nœuds de ce plan sont 
astreints à se déplacer dans ce même plan. 
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La surface appartenant au boulon en contact avec la pièce à assembler est bloquée suivant la 
direction perpendiculaire à cette surface.  
La surface du boulon dont on impose le déplacement est délimitée par une partition extérieure 
suffisamment éloignée des filets (figure IV-19) 
Pour simuler la flexion, nous avons dans un premier temps imposé des déplacements sur la surface 
de la vis par l'intermédiaire d'un «data surface». Cette méthode pose quelques problèmes dans la 
mesure où la présence de concentrations de contraintes au niveau de la vis éloigne beaucoup trop le 
modèle de la réalité et rend l’évaluation du moment appliqué sur la vis impossible. Ainsi, nous 
avons préféré imposer les efforts au niveau de la surface de l'écrou, toujours via un «data surface». 
Outre les hypothèses simplificatrices concernant le jeu, le coefficient de frottement et l’hélice, un 
autre point de la modélisation nous éloigne de la réalité. En effet, le blocage de la surface de l’écrou 
ne reflète pas complètement la réalité puisque, sous tension, cette surface ne reste pas plane et se 
déforme avec la structure avec laquelle elle est en contact. 
 
IV.1.4.2 RESULTATS 
Le «data surface» nous permet d’imposer une répartition de la contrainte sur la surface de la vis. En 
choisissant une répartition linéaire on évalue très facilement le couple auquel la structure est 
soumise. Le fait d’imposer les efforts rend moins évidente l’évaluation de la rotation de la vis par 
rapport au boulon, pour ce faire nous relevons le déplacement des nœuds de la surface sur laquelle 
le moment est appliqué, et nous procédons à une interpolation linéaire. Il suffit alors de relever le 
coefficient directeur de la droite d’interpolation pour obtenir la tangente de l’angle de rotation de la 
vis. 
 
Figure IV-20 :  Allure de la déformée du modèle pour un moment de 16.5 N.m et un effort de 145 kN (le code de 
couleur correspond à la contrainte équivalente de Von Mises) 
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Figure IV-21 :  Allure de la déformée du modèle pour un moment de 66 N.m et un effort nul (le code de couleur 
correspond à la contrainte de Von Mises) 
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Figure IV-22 : Déplacement de la section de la vis suivant la direction perpendiculaire à la surface (couple=8.3 N.m) 
 
Les calculs menés sous ABAQUS, connu pour sa bonne gestion des contacts coïncident avec ceux 
effectués sous IDEAS. 
 
-0,03 
-0,02 
-0,01 
0 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
-12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12
Coordonnée suivant X (mm) 
D
ép
la
ce
m
en
t (
m
m
) 
abaqus
ideas
 
Figure IV-23 : Déplacement de la section de la vis suivant la direction perpendiculaire à la surface (couple=66 N.m) 
comparaison IDEAS ABAQUS 
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On peut alors tracer les courbes de rigidité en flexion pour trois valeurs de précontrainte. 
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Figure IV-24 : Rigidité en flexion de la liaison vis écrou pour différentes valeurs de précontrainte 
 
Dans un premier temps, on observe que la rigidité en flexion dépend de la précontrainte, en effet la 
rigidité diminue quand la précontrainte augmente. D’autre part, si le comportement semble linéaire 
pour une précontrainte nulle, il n’en est pas de même pour les cas avec une précontrainte non nulle. 
Ces derniers auraient un comportement polynomial d’ordre deux, ce que confirment les coefficients 
de détermination. 
 
Précontrainte Equation Coefficient de détermination 
0 kN Y = 473.58 X 0.9922 
145 kN Y = 781,98 X2 + 61,21 X 0.9938 
258 kN Y = 559,43 X2 + 34,19 X 0.9967 
 
 
IV.1.4.3 PROPOSITION D'UNE MODELISATION SIMPLIFIEE 
S'il est facile de mettre des équations caractéristiques pour décrire les courbes de rigidité en flexion, 
il n'est pas facile de les obtenir et de donner une relation générale qui tiendrait compte de la 
précontraintes et du jeu à vide. On a ici à faire à un problème complexe. 
Toutefois, dans les calculs de structure, la flexion des pièces entraînant la rotation de l'écrou est 
souvent très faible et les contraintes de flexion induites dans la vis sont souvent petites par rapport 
aux contraintes de tension, ce qui autorise l'utilisation d'une modélisation approchée pour les 
déterminer. 
 173
Chapitre IV : Modélisation analytique du système vis écrou et intégration des connaissances des raideurs en E.F. 
Nous proposons donc de remplacer les courbes (figure IV-24) par une approximation réalisée par 
deux droites (figure IV-25 a et b) ; l'une OA de pente faible qui correspond à la très faible raideur 
apparente de la liaison pour de petites rotations, l'autre AB de pente égale à la raideur du système 
sans jeu non précontraint. 
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Figure IV-25 : Rigidité en flexion de la liaison vis écrou pour différentes valeurs de précontrainte. 
 
Cette modélisation permet de caractériser convenablement le comportement avec un seul essai et de 
prendre en compte le jeu. En effet θ1 peut être considéré comme l'angle de basculement moyen du 
filetage qui fait passer du contact unilatéral des filets à un contact bilatéral. Il peut alors être 
caractérisé facilement comme étant proportionnel au jeu augmenté du déplacement axial moyen 
sous le chargement précontraint. Cette hypothèse est correctement vérifiée sur l'essai réalisé (figure 
IV-25 a). 
 
IV.2 INTEGRATION DES RAIDEURS EN MODELISATION PAR ELEMENTS 
FINIS 
IV.2.1 MODELISATION 3D SIMPLIFIEE DE LA LIAISON VIS-ECROU 
Pour la modélisation d’assemblages boulonnés complexes faisant intervenir un grand nombre 
d’éléments, on ne peut se permettre de modéliser les filets de la liaison vis-écrou, les temps de 
calculs étant alors trop grands. Dans la pratique, la vis et l’écrou sont modélisés comme une seule 
pièce. Cette modélisation rend la liaison vis écrou beaucoup plus rigide qu’elle ne l’est dans la 
réalité. Pour tenter de rendre compte de cette rigidité, on modélise les filets comme étant un 
matériau continu à l'interface avec des caractéristiques mécaniques différentes de celles de l’acier. 
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Le but de cette partie est de déterminer des caractéristiques de ce matériau satisfaisant les rigidités 
en tension et en flexion. 
 
IV.2.1.1 PRESENTATION ET COMPORTEMENT DU MODELE 
La vis et l’écrou sont modélisés comme une seule pièce, la partie verte représente la vis, la partie 
violette représente l’écrou, et la partie jaune représente les filets, c’est donc cette partie dont on va 
modifier les caractéristiques mécaniques pour essayer de retrouver le comportement de la liaison 
vis-écrou. La partie jaune a un diamètre intérieur de 20,3 mm (ce qui correspond au diamètre de la 
section résistante) et un diamètre extérieur de 24mm qui correspond au diamètre extérieur des filets. 
 
 
Figure IV-26 :  Maillage du modèle simple sous IDEAS 
 
Les conditions aux limites appliquées à ce modèle sont les mêmes que celles utilisées dans le 
modèle complexe. 
 
Figure IV-27 : Allure de la déformée du modèle pour un effort de 158 kN et un moment nul (le code de couleur 
correspond à la contrainte de Von Mises) 
 
 175
Chapitre IV : Modélisation analytique du système vis écrou et intégration des connaissances des raideurs en E.F. 
 
Figure IV-28 :  Allure de la déformée du modèle pour un moment de 46 N.m et un effort nul (le code de couleur 
correspond à la contrainte de Von Mises) 
 
Le modèle présente un découplage entre tension et flexion, comme en témoignent les deux 
graphiques ci dessous. A gauche, sont représentés les déplacements pour les chargements suivants : 
tension de 158 kN, moment de 46 N.m, et la combinaison des deux. A droite, est représenté la 
somme des déplacements des chargements tension 158 kN et moment de 46 N.m. On constate que 
la somme des déplacements est égale au déplacement de la combinaison des chargements. 
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Figure IV-29 : Déplacement de la section de la vis suivant la direction perpendiculaire à la surface (modèle simple) 
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Figure IV-30 : Rigidité en flexion du modèle simple pour une précontrainte de 158 kN 
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Ainsi, le modèle simple présente deux différences de comportement par rapport au modèle avec 
contact : le découplage tension flexion (le modèle avec contact voit sa rigidité en flexion varier avec 
la tension) et la linéarité du comportement en flexion sous tension (le modèle avec contact ne 
présente pas cette linéarité). 
 
IV.2.1.2 RECHERCHE D'UN MATERIAU CONVENABLE 
Lorsqu'on néglige l'effet de la rigidité en flexion il est commode de rechercher un matériau isotrope 
de même rigidité en tension. On peut calculer G à partir de (IV.19) ou caler G en réalisant une 
simulation de chargement axial, ce qui permet de prendre en compte convenablement les 
déformations de la tige de vis et de la partie de l'écrou. On se contente en général de cette 
modélisation, la rigidité en flexion étant la résultante du choix de ν. 
On vient de montrer qu'il n'est pas question avec une modélisation de ce type de caractériser 
convenablement le comportement en flexion. Toutefois, dans la plupart des cas industriels, la 
précontrainte installée est maximale et les déformations en flexion petites. On se trouve donc dans 
la partie OA de la courbe théorique définissant la rigidité (figure IV.25 b). 
On peut alors dans ces cas rechercher aisément un matériau convenable. Les essais montrent qu'il 
n'existe pas de solution avec un matériau isotrope contraint par les limites du coefficient de Poisson 
(O <ν<0,5) ; par contre l'axisymétrie du problème nous conduit à rechercher un matériau anisotrope 
transverse qui présente l'avantage d'offrir 5 coefficients élastiques indépendants El, Et, Glt, νlt et νt, 
les coefficients de Poisson étant bien sûr bornés. On trouve en général assez facilement une solution 
convenable par tâtonnement même s’il serait intéressant de développer une méthode de calage 
appropriée. 
 
 
IV.2.2 MODELISATION EN 2D DE TYPE POUTRE : CONSTRUCTION D’UN SUPER- 
ELEMENT BOULON 
Dans les calculs ou les modélisations en éléments finis, il est commode de représenter le boulon par 
une poutre à deux nœuds et à 10 degrés de liberté, de longueur égale à la longueur de serrage du 
boulon, en lui affectant une matrice de rigidité particulière (figure IV-31) 
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Figure IV-31 :  Modélisation EF d’un boulon 
 
Le problème consiste donc à établir la matrice de rigidité d’une poutre de longueur l (longueur de 
serrage), de section circulaire, pour un matériau de module d’élasticité E (celui du boulon) et ayant 
les mêmes caractéristiques de raideur que le boulon réel. 
La matrice de raideur d’une poutre cylindrique s’écrit : 
 
 
l
ES  0 0 0 0 
l
ES−  0 0 0 0  u1
 0 
3l
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Si on examine cette matrice de raideur classique, on peut remarquer que les termes de raideur axiale 
sont indépendants. Il suffira donc de déterminer une section S donnant la même raideur axiale que 
le boulon. Ce n’est pas le cas des termes de flexion pour lesquels il ne sera pas possible de calculer 
une valeur I équivalente. Nous allons distinguer deux cas. 
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IV.2.2.1 CAS DE L’UTILISATION D’UN LOGICIEL E.F. GENERALISTE. 
Comme nous l’avons vu précédemment l’intérêt de remplacer les boulons par des poutres 
équivalentes associées à des éléments finis 3D où 2D (plaques ou coques) est évident. Il apporte une 
simplification importante au modèle et réduit considérablement le temps de mise en œuvre et de 
calcul. 
 
IV.2.2.1.1 Détermination de l’aire de la section équivalente S 
Dans le cas classique d’un serrage à la clé, nous avons vu au chapitre II que le modèle de calcul 
avait la forme définie figure IV-32 
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Figure IV-32 :  Modèle de calcul élémentaire 
 
Il est alors facile de déduire la souplesse du boulon 
 
ES
l
EA
d1,1l
EA
d4,0l
S
s
s
0
0
B ≡⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⋅++⋅+=    IV. 37 
On détermine alors l’aire équivalente : 
  
s
s
0
0
A
d1,1l
A
d4,0l
lS ⋅++⋅+
=    IV. 38 
On peut évidement affiner ce calcul en utilisant les coefficients établis au chapitre II. 
 
 
IV.2.2.1.2 Détermination des moments quadratiques I 
Comme on peut le constater sur la matrice générale d’une poutre, il y a couplage entre les 
déplacements radiaux et les rotations aux nœuds. Ainsi, calculer un moment quadratique équivalent 
pour une poutre comportant plusieurs tronçons de sections différentes peut paraître abusif. 
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Toutefois, cette détermination peut s’avérer suffisante dans le cas d’un assemblage boulonné 
travaillant dans des conditions normales (adhérence des deux pièces avec des déformations en 
flexion suffisamment faibles). Il est nécessaire de rappeler que le boulon est libre dans son trou de 
passage et que les sollicitations qui lui sont appliquées sont simplement des rotations imposées des 
sections extrêmes (les déplacements radiaux relatifs restant négligeables). 
On recherche alors deux éléments qui, soumis aux extrémités à des moments M, donnent la même 
rotation relative θ (figure IV-33). 
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Figure IV-33 :  Détermination du moment quadratique équivalent du boulon 
 
En additionnant les souplesses de chaque tronçon cylindrique on obtient immédiatement  
   
EI
l
EI
l
EI
l
S
s
s
0
0
B ≡⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +=    IV. 39 
Remarque : cette formule, comme la précédente, s’etend facilement à toutes les formes spéciales de 
vis. 
Le moment quadratique équivalent se déduit alors facilement : 
    
0ss0
s0
IlIl
II1
I +
⋅⋅=     IV. 40 
 
IV.2.2.1.3 Modélisations équivalentes à deux tronçons 
Ces modélisations, traditionnellement utilisées en calcul analytique, donnent de très bons résultats. 
Dans le cas d’une modélisation par éléments finis de type poutre, il n’est pas absolument nécessaire 
d’économiser un nœud de structure (même si cela est multiplié par le nombre de boulons). 
Nous pensons donc qu’il est plus judicieux de modéliser les boulons avec deux éléments poutre 
reprenant correctement les caractéristiques des tronçons. 
En effet on peut alors calculer avec précision les sections équivalentes Si et les moments d’inertie Ii  
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Figure IV-34 :  Modélisation à deux tronçons 
 
IV.2.2.1.4 Prise en compte de la rigidité en flexion écrou - vis 
Traditionnellement, on admet que la tête de la vis et l’écrou sont liés à la tige de vis par des liaisons 
"encastrement". Si cela peut être considéré comme convenable pour la tête, il n’en est pas de même 
pour l’écrou comme nous l’avons montré avec la modélisation simplifiée précédente. 
L’hypothèse d’encastrement conduit à maximiser fortement les contraintes de flexion dans la vis 
dès l’instant où les pièces se déforment de façon significative. 
On peut tenir compte de cette rigidité plus faible en liant l’extrémité de la vis à la structure par 
l’intermédiaire d’un ressort spirale de raideur Kθ, raideur équivalente de la liaison vis écrou (figure 
IV-35). Remarquons que cette formulation qui considère que la raideur en flexion est constante ne 
peut être qu’une approximation grossière du comportement réel mis en évidence figure IV-23. 
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Figure IV-35 :  Modélisation de la liaison vis-écrou (modélisation plane) 
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Si l’installation dans un logiciel du commerce reste simple en 2D, elle se complique lorsque l’on est 
en modélisation 3D avec en plus un grand nombre de boulons. En effet, on a alors besoin de mettre 
en place une liaison de type Cardan avec des rigidités Kθ suivant les deux axes (Figure IV-36). 
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Figure IV-36 :  Liaison 3D à rigidité constante Kθ. 
 
La modélisation se complique également quand on insère dans un modèle 3D volumique une liaison 
de ce type et que l’on doit reprendre les efforts sur tous les nœuds de contact sous tête (de manière à 
prendre correctement en compte la raideur des pièces). 
C’est pour cela que, pour les logiciels particuliers que nous sommes amenés à élaborer, nous avons 
construit un super élément « boulon » à deux nœuds et 10 degrés de liberté. 
 
 
IV.2.2.2 CAS DE L’UTILISATION D’UN LOGICIEL PARTICULIER. 
On va ici se limiter au cas plan, le cas 3D étant alors facilement extrapolable, et on va établir la 
matrice de rigidité par une analyse naturelle de la structure. 
 
IV.2.2.2.1 Recherche d’une formulation de type poutre pour un élément de boulon prenant 
en compte la rigidité de la liaison vis-écrou Kθ.  
En se limitant aux déformations dans un plan (x, y), on peut représenter l’ensemble vis-écrou par la 
structure définie figure IV-37. 
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Figure IV-37 : Schéma de principe. 
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L’assemblage de ces deux éléments conduit à la structure de la figure IV-38 à trois nœuds, cinq 
sollicitations et cinq degrés de liberté associés. 
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Figure IV-38 : Structure assemblée à trois nœuds. 
 
Les matrices de raideur de l’élément ressort spirale et de l’élément poutre en flexion plane sont 
connues et, par assemblage, on obtient la matrice de raideur (5*5) de la structure [25]. 
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Cas du boulon : dans le cas du boulon on a toujours : Y2 = Y1 , v2 = v1 et N2 = 0 
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On peut alors réorganiser l’équation en inversant ligne et colonne de θ1 ,v1. et en faisant apparaître 
θ2 = f(θ1, v1, θ3, v3) donné par la condition N2 = 0 
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On peut écrire cette relation sous forme matricielle en posant 
l
EI4K +=λ θ  
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On déduit le terme complémentaire de la loi de comportement : 
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La matrice du terme complémentaire [K2B] s'écrit alors : 
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On obtient la loi de comportement : 
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La matrice de raideur du boulon s’écrit : [KB] = [K1B] + [K2B] symétrique. 
On a simplement ici éliminé le nœud interne de la structure qui correspond à la liaison vis-écrou de 
rigidité Kθ. On peut facilement généraliser cette étude en introduisant la flexion dans le plan xz 
ainsi que les déplacements axiaux pour obtenir la matrice de raideur du boulon ne comportant plus 
que deux nœuds. On peut aussi utiliser la technique de condensation statique utilisée pour éliminer 
les d.d.l. internes et créer un super- élément [36]. 
 
IV.2.2.2.2 Création d'un super- élément boulon 
On utilise le concept de base de la sous-structuration  qui consiste à découper le modèle en 
différentes parties et à éliminer les degrés de liberté internes en ne conservant que ceux qui relient 
les différentes parties au reste du modèle. Les parties réduites du modèle sont les super-éléments. 
On obtient facilement la matrice réduite de raideur en partitionnant la matrice de la sous-structure 
entre les termes qui multiplient les degrés de liberté retenus (ou externes) qj et ceux qui multiplient 
les degrés de libertés à éliminer (ou internes) qi de la manière suivante : 
      IV. 42 
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De la première relation on peut extraire qi en fonction des degrés de libertés retenus qj 
   ( )jTiji1iii qKFKq ⋅−= −    IV. 43 
et après substitution de qi dans la seconde ligne de l'équation (IV.42) et réorganisation la matrice de 
rigidité condensée jjK et le vecteur des forces équivalent condensé jF  tel que  
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Appliqué au cas plan précédent on trouve bien sûr le même résultat (annexe X). il est également 
facile de l'appliquer au cas 3D. 
Remarque : certains logiciels du commerce (ABAQUS, IDEAS, NASTRAN, ...) permettent de 
créer des super-éléments. 
 
IV.3 CONCLUSION 
Dans ce chapitre nous avons tout d'abord montré qu'on pouvait modéliser la liaison vis-écrou 
comme une liaison continue et en tirer une analyse qualitative riche. Puis, nous avons proposé une 
modélisation analytique discrète de cette liaison, qui permet de déterminer avec une bonne précision 
la répartition des charges sur les filets. 
Dans une troisième partie l'étude de la rigidité en flexion a montré la complexité du comportement 
qui dépend fortement du jeu dans le filetage et de la déformation des filets due à la précontrainte. 
Enfin dans une dernière partie nous avons montré les différentes modélisations simplifiées 
applicables à un boulon en éléments finis suivant les situations et comment on pouvait créer un 
super élément boulon a deux nœuds et 10 degrés de liberté. 
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES 
 
 Ce travail a permis de mettre au point un modèle de calcul de la raideur axiale équivalente 
des vis et des boulons simple à mettre en œuvre et prenant en compte tous les paramètres et toutes 
les situations constructives de la liaison. Il apporte une solution complète et définitive à ce problème 
par une utilisation judicieuse de la simulation en Eléments Finis pour obtenir l'énergie de 
déformation élastique. 
 Il a de la même manière, permis de donner une formulation précise de la raideur des pièces 
dans le cas d'un assemblage de deux pièces cylindriques de matériaux différents mais de même 
diamètre. 
 Pour compléter cette partie de l'étude nous avons proposé une modélisation analytique 
originale permettant de calculer la raideur des pièces de forme quelconque à partir des résultats des 
pièces cylindriques et également une formulation simple pour le calcul de la raideur des pièces 
prismatiques. 
Nous apportons également une solution simple et efficace au problème du calcul de la raideur 
équivalente d'un empilage de deux pièces cylindriques de dimensions et de matériaux différents. 
Dans la dernière partie de l'étude divers aspects du calcul de l'assemblage vis écrou sont abordés et 
notamment la simulation de la raideur en flexion qui à notre connaissance n'avait jamais été 
abordée. Enfin les différentes modélisations simplifiées d'un boulon en éléments finis utilisant les 
calculs précédents pour déterminer les termes de la matrice de rigidité sont présentées et la création 
d'un super- élément boulon à deux nœuds et 10 d.d.l. est proposée. 
 
Les perspectives concernent essentiellement deux aspects de ce travail qui ont été présentés et qui 
n'ont pas été traités complètement.  
Le premier concerne les empilages d'un nombre quelconque de pièces de formes et de 
matériaux différents. L'outil de simulation est bien maîtrisé mais il reste à mettre au point une 
méthode permettant d'aborder ce calcul de manière sure. 
Le second concerne la modélisation de la raideur en flexion de l'écrou. Nous avons montré 
que le problème ne pouvait pas se résumer à la détermination d'une raideur en flexion constante 
caractéristique de la liaison mais qu'il s'agissait d'une réponse non linéaire fonction de paramètres 
difficiles à prendre en compte tels le jeu et la précontrainte. 
 187
Chapitre IV : Modélisation analytique du système vis écrou et intégration des connaissances des raideurs en E.F. 
Un dernier point qui n'a pas été abordé dans ce travail est celui des assemblages comportant 
un porte à faux (assemblage arbre moyeu avec vis et rondelle, brides d'étanchéité en porte à faux). 
Ils mériteraient un travail spécifique conséquent. 
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Annexe I 
 
Vissage à l’angle 
Principe 
Le principe est simple: il consiste à détecter la mise en contact des pièces de l'assemblage en 
observant la montée en couple, puis à visser d'un angle déterminé. L'angle θ de rotation de l'écrou 
est alors égal à l'angle donnant la précontrainte des pièces augmenté de l'angle de torsion de la vis 
[28], [32], [26], [18],[19],[20],[42]: 
   
I.G
lC
Q)
K
1
K
1(
p
2 p1
Bp
++π=θ    AI. 1 
avec: 
p : le pas de filet 
Kp : raideur des pièces assemblées 
Kb : raideur du boulon 
C1 : couple de torsion de la vis, C1=Q(0.161P+0.583d2µt) 
G : module d'élasticité transversale de la vis 
I : moment quadratique polaire de la vis 
Q : précontrainte (effort de serrage des pièces) 
lp : longueur des pièces assemblées 
Dans ce procédé, on obtient la précontrainte dans la vis en tournant l'écrou d'un angle déterminé 
après avoir détecté la mise en contact des pièces de l’assemblage. 
Le serrage à l'angle s'effectue normalement en deux étapes consécutives : 
- Mise en contact des pièces par application d'un couple d'accostage Cs servant de seuil de comptage 
pour la mesure angulaire. Ce couple sert à positionner les pièces et à éliminer les défauts aux 
interfaces. 
- Vissage avec un angle θ déterminé. 
 
Cette méthode donne des résultats bien plus précis que le vissage au couple car la précharge 
obtenue est quasi proportionnelle à l'angle de serrage et les coefficients de frottement interviennent 
pour une part assez faible. 
Généralement, le contrôle du couple final atteint est associé à la mesure angulaire; il peut également 
servir à détecter des anomalies. Toutefois, nous allons voir que, si la technique à mettre en œuvre 
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est relativement simple, l'approche théorique fait intervenir un nombre assez important de 
paramètres dont certains ne sont pas faciles à maîtriser. 
 
Approche théorique 
 
La précontrainte totale Q dans l'assemblage est la somme de la précontrainte Qs introduite par le 
couple d'accostage Cs, et de la précontrainte Qθ introduite par l’angle de serrage θ : 
    Q = Qs + Qθ    AI. 2 
 
Concernant le premier terme, on retrouve les résultats du serrage au couple s’appuyant sur la 
relation entre le couple Cs et l'effort Qs  
  
mh2t
s
s rd583.0P161.0
C
Q μ+μ+=    AI. 3 
Concernant le deuxième terme du à l’angle de vissage, il dépend des déformations angulaires de la 
vis ainsi que des raideurs des différents éléments de l’assemblage. 
En effet, une rotation angulaire θ de la tête de la vis allonge celle-ci de ΔLb. Toutefois, cet 
allongement doit être diminué de la contraction ΔLp des pièces assemblées d’où : 
   pb L360
pL Δ−θ=Δ     AI. 4 
si Sb est la souplesse de la vis et Sp la souplesse globale des pièces assemblées, l'effort Qθ dans la vis 
est alors: 
 
)SS(360
pQ
S
1)SQ
360
p(Q
pbb
p +
θ=⇒−θ= θθθ   AI. 5 
Seule une partie de l'angle θ participe réellement à la précharge. Une partie θT est perdue par torsion 
du corps de la vis entre la tête et l'écrou: 
   
)SS(360
)(p
Q
pb
T
+
θ−θ=θ     AI. 6 
θT est fonction du couple de torsion repris par le filetage et de la souplesse en torsion ST du corps de 
la vis. 
    TTT S.C=θ     AI. 7 
avec : 
   θμ+= Q)d.583.0P161.0(C 2tT   AI. 8 
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    ∑
= ⋅⋅π
⋅⋅π=
n
1i
4
bi
bi
T dG
l32180S     AI. 9 
ST : souplesse de la vis en torsion [deg/N.mm] 
avec : lbi : longueur d’un tronçon de la vis 
dbi : diamètre d’un tronçon de la vis 
G : module d’élasticité en torsion 
 
La relation entre l'angle et l'effort s’écrit alors : 
  
T2t
pb S)p161,0dµ583,0(
p
)SS(360
Q
⋅+⋅⋅++
θ=θ    AI. 10 
 
 
Q
C 
Qo
C 
θ 
Qs 
 A 
θO CsCo 
B
(S.µ) µ
 
Figure A.I-1 :  Courbe donnant la précharge en fonction de l’angle de serrage 
 
OA accostage des pièces 
AB proportionnalité couple/ angle 
BC déformation plastique 
La précharge obtenue est donc : 
T2t
pbmh2t
s
S)p161,0dµ583,0(
p
)SS(360rµdµ583,0p161,0
C
Q
⋅+⋅⋅++
θ+++=  AI. 11 
La précision de ce calcul dépend de la précision avec laquelle on a calculé les raideurs Kp et Kb et 
des dispersions du coefficient de frottement µt. Le deuxième terme, bien que plus faible, ne peut 
être négligé. Il est donc souvent nécessaire de déterminer l'angle de serrage par mesure sur une série 
de boulons et de pièces. 
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Dispersion du serrage  
 
Lors du serrage, la précharge obtenue varie entre une valeur minimale Q- et une valeur maximale Q+ 
d’un assemblage à l’autre. Cet intervalle est dû à l’incertitude sur le couple d’accostage Cs 
(précision de l’outil de vissage au couple) et sur l’angle θ (précision de l’outil de vissage à l’angle), 
à la dispersion des coefficients de frottement, à la dispersion des caractéristiques des matériaux Sb et 
Sp, à la dispersion des tolérances géométriques de fabrication du filetage. 
De l’équation (I.4), on déduit une première erreur relative liée au couple d’accostage : 
  
mh2t
mh2tmh2t
s
s
s
s
s rd583,0p161,0
rd583,0rd583,0
C
C
Q
Q
e μ+μ+
Δμ+Δμ⋅+μΔ+μΔ+Δ=Δ=  AI. 12 
De l’équation (I.2) on trouve l’erreur relative liée à l’angle : 
T2tp
)SS(360
T2t2tt2Tpbp
360
S)d583.0p161,0(
S)d583,0p161,0()dd(S583,0)SS(
Q
Q
e
pb μ++
Δμ++Δμ+μΔ+Δ+Δ+θ
θΔ=Δ= +
θ
θ
θ  AI. 13 
La barre signifie la valeur moyenne. 
On obtient alors la dispersion sur la précharge totale: 
   θθθ +=Δ+Δ≈Δ QeQeQQQ sss      AI. 14 
   )QQ(eQeQ sss −+=Δ⇒ θ       AI. 15 
   θθ +−≈Δ= e)ee(Q
Q
Q
Qe s
s       AI. 16 
On appelle facteur de serrage α le rapport de Q+ sur Q-, il s’exprime en fonction de e de la façon 
suivante : 
   
e1
e1
Q
Q
−
+==α −
+
       AI. 17 
Les tolérances géométriques (dimensions) et les variations des caractéristiques des matériaux ont 
une faible influence sur la dispersion de serrage. L’équation (I.5) se simplifie alors : 
   
mh2t
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s
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μΔ+μΔ+Δ≈Δ=    AI. 18 
l’équation (I.6) donne : 
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On constate que l’influence de la dispersion des frottements sur la précharge est nettement moins 
importante (du simple au double) dans le cas du serrage à l’angle. En effet, La précharge obtenue 
est quasi-proportionnelle à l’angle de serrage et les frottements n’interviennent que pour une part 
assez faible. La précision du serrage dépend essentiellement de deux paramètres : 
l’incertitude sur le couple d’accostage Cs
l’incertitude sur l’angle θ (précision de l’outil de serrage) 
Les équations précédentes montrent que la principale difficulté provient de la détermination de la 
souplesse de l’assemblage ce qui impose déjà au départ de limiter les calculs uniquement au cas du 
serrage dans le domaine élastique. 
Le phénomène d’écrouissage des surfaces en contact sont sources de perte angulaire, pourtant ils ne 
sont pas pris en compte dans la formulation théorique. Il est alors très important de signaler que la 
précharge calculée est systématiquement surestimée ce qui ne va généralement pas dans le sens de 
la sécurité. Le serrage à l’angle semble donc préférable dans tous les cas où les conditions de 
frottement ne sont pas maîtrisées, mais aussi lors d’un serrage dans le domaine plastique de la vis. 
Le choix du rapport entre le couple d’accostage et le couple final dépend essentiellement de la 
souplesse des pièces, il pourra être d’environ 30% si les pièces sont très rigides et faciles à mettre 
en contact. Mais il pourra atteindre 50% si l’assemblage comporte des éléments fortement 
déformables. 
Il est certain que le serrage à l’angle peut donner des résultats plus fiables et beaucoup moins 
dispersés que le vissage au couple. Cela entraîne une meilleure optimisation de la liaison (diamètre 
et /ou classe de qualité inférieure) et par voie de conséquence, des coûts de production plus faibles. 
Les études portant sur le serrage à l’angle nous ont permis de comprendre quels étaient les 
principaux facteurs qui régissent la dispersion du serrage et comment améliorer cette dispersion. 
Pour ce faire, il faut maîtriser les raideurs des différents éléments composant l’assemblage. 
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Annexe II 
Raideur de la partie en prise de la vis et de l’écrou (2ème 
modélisation)  
 
Principe d’étude 
 
Dans ce deuxième modèle, nous dissocions la raideur de la partie en prise de la vis et la 
raideur de l’écrou. Nous suivons alors la même démarche que précédemment en étudiant les 
valeurs de α vis et α écrou en fonction de la géométrie d’une part et du couple de matériau 
d’autre part. 
Nous avons constaté sur les courbes précédentes que le coefficient α vis varie peu  en fonction 
du diamètre normalisé et des matériaux choisis. Il reste toujours proche d’une valeur égale à 
0,5. Par contre, le coefficient de l’écrou α écrou fluctue davantage. 
Etude de α vis
0.46
0.48
0.5
0.52
0.54
0.56
0.58
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Evis/Eécrou
αvis
v-12 v-16
v-20 v-24
 αvis
αvis = -0.0507*E écrou /E vis  + 0.5858
αvis = -0.0319*Eécrou/Evis + 0.5271 
0.46
0.48
0.5
0.52
0.54
0.56
0.58
0.3 0.8 1.3 1.8
E écrou /Evis
v-12 v-16 
v-20 v-24 
 
Figure A.II-1 : Variation du coefficient correcteur α vis-en fonction du rapport Eécrou / Evis pour µ=0. 
 
µ=0
0.44
0.46
0.48
0.5
0.52
0.54
12 16 20 24
D
αvis
Ac-Ac;f(Ad3)
Ac-Ac;f(As)
 
Figure A.II-2 : Comparaison entre α vis ramené à As et α vis ramené à Ad3 en fonction du diamètre D pour µ=0. 
 
Comme précédemment, nous traçons pour les différents diamètres les valeurs de α vis en 
fonction du rapport Eécrou/Evis ou Evis/Eécrou. 
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Nous observons des valeurs comprises entre 0,47 et 0,57 (Figure A.II-1). Nous pouvons 
comparer ces valeurs à celle donnée par la norme V.D.I. : α vis=0,5. Cependant, nous avons 
noté que cette valeur est relative à la section de la vis en pied de filet Ad3 et non à la section 
résistante de la vis As. 
Nous constatons que pour un couple de matériaux donné, le coefficient α vis évolue peu en 
fonction du diamètre normalisé de la vis. Par exemple, pour un couple de matériaux 
identiques, le coefficient varie entre 0,49 (diamètre 24) et 0,53 (diamètre 12). 
Nous constatons que les valeurs obtenues pour α vis sont quasiment linéaires en fonction de 
Eécrou/Evis, et ceci quel que soit le diamètre normalisé de la vis (Figure A.II-1). 
Ainsi, les courbes obtenues Figure A.II-1, permettent de déterminer avec précision le 
coefficient correcteur α vis quel que soit le diamètre normalisé de la vis et quel que soit le 
couple de matériaux choisis. 
 
Etant donnés les faibles écarts entre les différentes valeurs obtenues, nous proposons Figure 
A.II-3 une courbe moyenne donnant α vis en fonction du rapport Eécrou / Evis. 
 
αvis= -0.0346*Eécr/Evis + 0.5015
0.46 
0.48 
0.5 
0.52 
0.54 
0.34 0.84 1.34 1.84
moyenne
αvis 
Eécrou/Evis  
Figure A.II-3 : Variation globale du coefficient correcteur α vis-en fonction du rapport Eécrou / Evis pour µ=0. 
 
ETUDE DE α écrou
 
0.5 
0.55 
0.6 
0.65 
0.7 
0.3 0.8 1.3 1.8
v-12 v-16
v-20 v-24
αécrou= 0.077*Eécrou/Evis + 0.5342
αécrou= 0.0725*Eécrou/Evis + 0.4954
Eécrou/Evis
αécrou 
 
Figure A.II-4 : Variation du coefficient correcteur α écrou en fonction du rapport Eécrou / Evis pour µ=0. 
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µ=0
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µ=0
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Figure A.II-5 : Comparaison entre α écrou ramené à As et α écrou ramené à A0 en fonction du diamètre D pour µ=0. 
Nous traçons à présent pour les différents diamètres normalisés les valeurs de α écrou en 
fonction du rapport Eécrou/Evis. 
Nous observons des valeurs comprises entre 0,52 et 0,68 (Figure A.II-4). Nous pouvons 
comparer ces valeurs à celle donnée par la norme V.D.I. : α écrou=0,4. Cependant, nous avons 
noté que cette valeur est relative à la section nominale de la vis A0 et non à la section 
résistante de la vis As. Cependant, les valeurs obtenues sont très éloignées de celle 
préconisées par la norme allemande V.D.I. (Figure A.II-5). 
Nous constatons que pour un couple de matériaux donné, le coefficient α écrou évolue peu en 
fonction du diamètre normalisé de la vis. Par exemple, pour un couple de matériaux 
identiques, le coefficient varie entre 0,57 (diamètre 24) et 0,61 (diamètre 12). 
Nous constatons que les valeurs obtenues pour α écrou sont quasiment linéaires en fonction de 
Eécrou/Evis, et ceci quel que soit le diamètre normalisé de la vis (Figure A.II-4). 
Ainsi, les courbes obtenues Figure A.II-6 permettent de déterminer avec précision le 
coefficient correcteur α écrou quel que soit le diamètre normalisé de la vis et quel que soit le 
couple de matériaux choisis. 
Il est également possible de raisonner sur une valeur moyenne de α écrou en fonction du 
rapport Eécrou/Evis, quel que soit le diamètre normalisé utilisé (Figure A.II-6). 
 
αécr= 0.0939*Eécr/Evis + 0.6696
0.54 
0.58 
0.62 
0.66 
0.34 0.74 1.14 1.54 1.94
Eécrou/Evis
αécrou 
moyenne
 
Figure A.II-6 : Variation globale du coefficient correcteur α écrou en fonction du rapport Eécrou / Evis pour µ=0. 
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Conclusion 
 
Nous pouvons proposer une deuxième démarche pour déterminer la raideur équivalente de 
la partie en prise de la vis, et de l’écrou dans le cas où µ=0 (phase de serrage par l’écrou). 
Cette démarche s’appuie sur le modèle suivant : 
 
d  
 a- boulon 
 l0+α tête.d
 α fileté.l1
d
As
 Ao
 b- 2ème modèle de calcul 
i l
 α vis.d Evis
 Eécrou  αécrou.d
 
 La longueur équivalente s’écrit en fonction du diamètre normalisé sous la forme :  
αvis*d pour la partie en prise d la vis et αécrou*d pour l’écrou. 
On peut alors se ramener au matériau de la vis par l’intermédiaire du coefficient α vis, et au 
matériau de l’écrou par l’intermédiaire du coefficient α écrou. 
Ces coefficients dépendent tous deux : 
- d’une part du diamètre normalisé : les écarts constatés entre le diamètre 12mm et le 
diamètre 24mm sont relativement faibles (l’écart relatif ne dépasse pas 10%) 
- d’autre part du couple de matériaux 
 
Pour α vis, la démarche proposée consiste à s’appuyer sur les quatre courbes Figure A.II-1 
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 12mm, une vis en Acier et un écrou en Titane, on 
obtient une valeur α vis= -0,0507* Eécrou/Evis+0,5858=0.5598. Le résultat obtenu lors de la 
simulation est égal à 0,5615. 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 24mm, une vis en Titane et un écrou en 
Aluminium, on obtient une valeur α vis = -0,0319* Eécrou/Evis+0,5271=0.5058. Le résultat 
obtenu lors de la simulation est égal à 0.5054. 
 
Un calcul moins précis peut être conduit en utilisant les résultats (figure A.II-3) donnant une 
moyenne sur les valeurs obtenues pour les différents diamètres normalisés (l’écart relatif étant 
comme nous l’avons souligné relativement faible)  
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Pour α écrou, la démarche proposée consiste à s’appuyer sur les quatre courbes figures A.II-4. 
 
Exemple3 : Pour un diamètre normalisé de 12mm, une vis en Acier et un écrou en Aluminium, 
on obtient une valeur α écrou= 0,077* Eécrou/Evis+0,5342=0.5605. Le résultat obtenu lors de la 
simulation est égal à 0.5622. 
Exemple4 : Pour un diamètre normalisé de 24mm, une vis en Titane et un écrou en Acier, on 
obtient une valeur α écrou = 0,0725* Eécrou/Evis+0,4952=0.637. Le résultat obtenu lors de la 
simulation est égal à 0.636. 
 
Un calcul moins précis peut être conduit en utilisant les résultats (figure A.II-6) donnant une 
moyenne sur les valeurs obtenues pour les différents diamètres normalisés (l’écart relatif étant 
comme nous l’avons souligné relativement faible)  
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Annexe III 
Raideur de la partie en prise de la vis et de la pièce taraudée 
(2ème modélisation)  
 
Principe d’étude 
 
 
 l0+α tête.d
 α fileté.l1
d  
As 
 Ao 
 c- 2èm e modèle de calcul 
 αvis.d Evis 
 E taraudage  αTar.d 
 l0+α tête.d
 α fileté.l1
d
As
Ao
 b- 1er m odèle de calcul
 αvis-tar.d  Evis
d  
 a- Taraudage 
 d  
 
Figure A.III-1 :  Modèles analytiques de calcul des raideurs. 
Le modèle retenu ici est le deuxième modèle qui dissocie la partie en prise de la vis et la pièce 
taraudée. 
 
 
Détermination de αvis  
 
Cas de matériaux identiques  
 
 mêmes materiaux
0.46 
0.48 
0.5 
0.52 
12 16 20 24
D
α vis 
µ2=0.1
µ2=0.2
µ2=0
µ2=0.3
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Figure A.III-2 :  Coefficient correcteur αvis en fonction du diamètre pour différents coefficients de frottement 
 
Le coefficient correcteur αvis reste toujours situé autour d’une valeur égale à 0,5 et évolue peu 
en fonction du diamètre de la vis. La valeur de αvis est plus élevée pour des diamètres petits 
(0,51) et plus faible pour des diamètres importants (0,48). Les écarts relatifs observés par 
rapport à une valeur moyenne sont de l’ordre de 3%. 
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Nous raisonnerons alors sur ces valeurs moyennes. 
mêmes matériaux
αvis = 0.0914µ22
0.46
0.47
0.48
0.49
0.5
0.51
0.52
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
µ2
αvis
 - 0.093µ2 + 0.5004
d=12 d=16 d=20 d=24 moyen
 
Figure A.III-3 :  Coefficient correcteur αvis en fonction du coefficient de frottement pour différents diamètres. 
 
Le coefficient αvis évolue faiblement en fonction du coefficient de frottement pièce 
taraudée/pièce assemblée. En effet, nous constatons une légère diminution lorsque le 
coefficient de frottement augmente avec une asymptote horizontale. Les valeurs relatives 
entre µ=0 et µ=0,4 ne dépasse pas 6%. En prenant une valeur moyenne, l’erreur relative reste 
en deça de 3%. 
Nous pouvons retenir une valeur moyenne αvis=0,49  
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Acier, 
un coefficient de frottement µ2=0, le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 0,476. 
Exemple2 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Titane et un taraudage en 
Titane, coefficients de frottementµ2=0,3 le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,4893. 
 
Cas de matériaux différents  
 
 Acier/Aluminium 
0.5 
0.52 
0.54 
0.56 
0.58 
0.6 
12 16 20 24
D
α vis 
µ2=0 µ2=0,1 µ2=0,2
µ2=0,3 µ2=0,4
 Acier/Titane 
0.49
0.51
0.53
0.55
0.57
0.59
12 16 20 24
D
αvis
µ2=0 µ2=0,1 µ2=0,2 µ2=0,3 µ2=0,4
 
Figure A.III-4 :  Coefficient correcteur αvis en fonction du diamètre pour différents coefficients de frottement. 
Nous constatons là aussi des variations relativement faibles du coefficient correcteur αvis en 
fonction du diamètre nominal de la vis ou du coefficient de frottement. 
Les courbes ci-dessous donnent l’évolution de la valeur moyenne de αvis en fonction du 
rapport des modules d’élasticité des matériaux Etar/Evis. 
Annexe III  
 
 209
µ1=0; µ2=0.2
αvis = -0.0765*Etar/Evis + 0.5203
0.46
0.48
0.5
0.52
0.54
0.56
0.58
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Etar/Evis
αvis
d=12 d=16 d=20 d=24 moyenne
 
Figure A.III-5 :  Coefficient correcteur αvis en fonction du rapport Etar/Evis  
Le coefficient αvis évolue linéairement en fonction du rapport Etar/Evis.  
On retrouve comme dans le cas de l’assemblage vis/écrou normalisé des valeurs identiques 
lorsque les matériaux de la vis et de la pièce sont identiques (ici, αvis=0,49). 
Dans la mesure où le coefficient αvis nous permet de calculer une longueur équivalente 
ramenée au matériau de la vis, lorsque le module d’élasticité de la vis est supérieur à celui de 
la pièce taraudée, il est logique d’obtenir une longueur équivalente de la vis plus faible 
 
Exemple3 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Titane, 
un coefficient de frottement µ2=0,2 on obtient sur la figure 34 une valeur moyenne à partir de 
la formule empirique : 
α vis=0,1782 µ22-0,1366µ2+0,5433=0,523. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,51. 
Exemple4 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Acier et un taraudage en 
Aluminium, coefficients de frottementµ2=0,3 on obtient sur la figure 34 une valeur moyenne à 
partir de la formule empirique : 
α vis=0,1563 µ22-0,1408µ2+0,5671=0,538. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,541. 
 
Détermination de αtaraudage  
 
mêmes matériaux
0.2
0.25
0.3
0.35
12 16 20 24
D
αtar
µ2=0,1 µ2=0,2 µ2=0
µ2=0,3 µ2=0.4 moyenne
 
Figure A.III-6 :  Coefficient correcteur αtar en fonction du diamètre pour différents coefficients de frottement   
Le coefficient correcteur αtar  varie très peu en fonction du diamètre nominal de la vis. 
L’erreur relative reste en effet inférieure à 4%). Nous raisonnons alors sur la valeur moyenne. 
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Les valeurs obtenues sont très inférieures à celles trouvées précédemment pour l’écrou 
normalisé (Ch. II § 3.3.3) ce qui semble cohérent (la raideur est alors plus importante). 
 
Cas de matériaux identiques  
 
mêmes materiaux, D moyen
αtar = 0,1686µ22
0.2
0.22
0.24
0.26
0.28
0.3
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
µ2
αtar
 - 0,2571µ2 + 0,2829
moyen
 
Figure A.III-7 :  Coefficient correcteur αtar en fonction du coefficient de frottement pour un diamètre moyen. 
 
Le coefficient αtar évolue fortement en fonction du coefficient de frottement pièce 
taraudée/pièce assemblée. En effet, nous constatons une forte diminution lorsque le 
coefficient de frottement augmente avec une asymptote horizontale. Les valeurs relatives 
entre µ=0 et µ=0,4 sont de l’ordre de 28%. Cette constatation rejoint les résultats obtenus pour 
le système vis/écrou normalisé. 
 
Exemple1 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Acier, 
un coefficient de frottement µ2=0,2 on obtient sur la figure A.III-7 une valeur moyenne à 
partir de la formule empirique : 
α tar=0,1686 µ22-0,2571µ2+0,2829=0,238. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,237. 
Exemple 2 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Titane et un taraudage en 
Titane, coefficients de frottementµ2=0,3 on obtient sur la figure A.III-7 une valeur moyenne à 
partir de la formule empirique : 
α tar=0,1686 µ22-0,2571µ2+0,2829=0,221. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,228. 
Pour chaque cas, on peut également utiliser les courbes correspondant au diamètre normalisé 
utilisé. 
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Cas de matériaux différents  
 
 Acier/Titane 
α tar = 0,2429µ2 2  - 0,2504µ 2  + 0,2355
0.17 
0.19 
0.21 
0.23 
0.25 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
µ2
α tar 
moyenne
 Acier/Aluminium αtar
αtar = 0,2333µ 2 2  - 0,2341µ 2  + 0,2205
0.16
0.18
0.2
0.22
0.24
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
µ2
moyenne
 
Figure A.III-8 :  Coefficient correcteur αtar en fonction du coefficient de frottent pour un diamètre moyen. 
 
Comme dans le cas de la partie en prise de la vis, nous pouvons alors proposer des valeurs 
moyennes pour chaque couple de matériaux utilisés. Les valeurs obtenues pour un coefficient 
de frottement donné dépendent peu du diamètre normalisé. Il peut alors être envisagé de 
donner une valeur moyenne utilisable quel que soit le diamètre. 
Nous pouvons alors tracer pour des coefficients de frottement différents les variations de αtar 
en fonction du rapport des modules d’élasticité des matériaux Etar/Evis. 
 
µ1=0; µ2=0.2
αtar = 0.0864Etar/Evis + 0.1519
0.16
0.18
0.2
0.22
0.24
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Etar/Evis
αtar
d=16 d=20 d=24 d=12 d_moyen
µ1=0; µ2=0
0.2
0.22
0.24
0.26
0.28
0.3
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Etar/Evis
αtar
d=12 d=16
d=20 d=24
 
µ1=0; µ2=0.3
0.16
0.18
0.2
0.22
0.24
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Etar/Evis
αtar
d=12 d=16
d=20 d=24
µ1=0; µ2=0.4
0.16
0.18
0.2
0.22
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Etar/Evis
αtar
d=12 d=16
d=20 d=24
 
Figure A.III-9 : Courbes de variation du coefficient correcteur αtar en fonction du rapport Etar/Evis  
 
Le coefficient αtar évolue linéairement en fonction du rapport Etar/Evis. On retrouve comme 
dans le cas de l’assemblage vis/écrou normalisé des valeurs identiques lorsque les matériaux 
de la vis et de la pièce sont identiques. Dans la mesure où le coefficient αtar nous permet de 
calculer une longueur équivalente ramenée au matériau de la vis, lorsque le module 
d’élasticité de la pièce taraudée est supérieur à celui de la vis, il est logique d’obtenir une 
longueur équivalente de la vis plus faible. 
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Nous vérifions une nouvelle fois que le coefficient αtar évolue peu en fonction du diamètre 
normalisé en particulier pour des coefficients de frottement différents de 0. 
Nous proposons alors pour obtenir la valeur de αtar de s’appuyer sur les courbes figure A.III-9 
ou d’utiliser la formule empirique (figure A.III-9) 
 
Exemple3 : Pour un diamètre normalisé de 20mm, une vis en Acier et un taraudage en Titane, 
un coefficient de frottement µ2=0,2 on obtient sur la figure A.III-8 une valeur moyenne à 
partir de la formule empirique : 
α tar=0,2429 µ22-0,2504 µ2+0,2355=0,195. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,195. 
Exemple4 : Pour un diamètre normalisé de 16mm, une vis en Acier et un taraudage en 
Aluminium, coefficients de frottementµ2=0,3 on obtient sur la figure A. III-8 une valeur 
moyenne à partir de la formule empirique : 
α tar=0,2333 µ22-0,2341 µ2+0,2205=0,171. Le résultat obtenu lors de la simulation est égal à 
0,176. 
 
Résultats pour une pièce taraudée 
 
Résultats M12 ;  µ1=0 ; µ2=0 à 0.4 
 
Vis- taraudage (Acier / Acier) ; (Acier / Aluminium) ; (Acier / Titane) ; (Titane / Titane). 
 
M12; Ac/Ac; Dex=95mm;H=36mm;µ1=0
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Figure A.III-10 :  Variation du coefficient correcteur α en fonction du coefficient de frottement µ2. 
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Résultats M16 ;  µ1=0 ; µ2=0 à 0.4 
 
Vis- taraudage (Acier / Acier) ;(Acier / Aluminium) ;(Acier / Titane) ;(Titane / Titane) 
 
 M16; Ti/Ti; Dex=120mm; H=48mm; µ1=0
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Figure A.III-11 :  Variation du coefficient correcteur α en fonction du coefficient de frottement µ2. 
 
Résultat M20 ;  µ1=0 ; µ2=0 à 0.4 
 
Vis- taraudage (Acier / Acier) ;(Acier / Aluminium) ;(Acier / Titane) ;(Titane / Titane) 
M20; Ac/Ac; Dex=150mm; H=60mm; µ1=0
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Figure A.III-12 :  Variation du coefficient correcteur α en fonction du coefficient de frottement µ2. 
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Résultat M24 ;  µ1=0 ; µ2=0 à 0.4 
 
Vis- taraudage (Acier / Acier) ;(Acier / Aluminium) ;(Acier / Titane) ;(Titane / Titane) 
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Figure A.III-13 :  Variation du coefficient correcteur α en fonction du coefficient de frottement µ2. 
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Annexe IV 
 
Modélisation en éléments finis du problème des pièces prismatiques 
avec un trou excentré. 
 
 
x 
y 
α2 αi 1 
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i
n 
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y 
1' 
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n
n+i n+1
0 
Ressort i, Ki 
Ressort 1, K1
4
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2' 
1
3' 4' 5' 
n' 0' 
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Rayon moyen 
u0 
u1
F 
 
Figure A.IV-1 :  Schématisation du modèle (calcul en éléments finis) 
 
- Nous modélisons le système étudié par une plaque circulaire appuyée sur des ressorts qui 
modélisent les raideurs des portions de pièces. 
Le nœud 0 est celui au milieu de la plaque, les nœuds de 1 à n sont sur la circonférence de la plaque, 
les nœuds de n+1 à 2n sont en bas. 
- On considère que les nœuds 0,1,2 sont les nœuds indépendants qui définissent le plan 
(0′x′y′) après déformation. 
- les déplacements u3, ….,ui,….,un sont liés aux déplacements u0,u1,u2 dans la base B )z,y,x(
rrr , 
on a : 
 →    →   →      → 
0′1′= R  0′2′= Rcosα2 0′1′∧0′2′= -(u1-u0) Rsinα2 
 0    Rsinα2    (u1-u0) Rcosα2-(u2-u0) R  
 B u1-u0   u2-u0    R2sinα2 
 
D’où, avec 
→ 
0′i′= Rcosαi   
 Rsinαi  ∀ i , 3 ≤ i ≤ n 
 ui-u0   
 
i′∈(0′x′y′) 0)2010(i0 =′′∧′′⋅′′  (le vecteur 0′i′est perpendiculaire à la normale au plan 
0′1′2′) 
D’où : - Rcosαi.(u1-u0) Rsinα2 + Rsinαi.(u1-u0) Rcosα2 - Rsinαi.(u2-u0) R +(ui-u0) R2sinα2 = 0 
Et:  ui = u0 [1 - cosαi + sinαi . (cosα2/ sinα2) - sinαi .(1/ sinα2)]  
 + u1 [cosαi - (cosα2/ sinα2) .sinαi] 
 + u2 (sinαi / sinα2) 
ui donc prend la forme  ui = ai u0 + biu1 + ciu2  3 ≤ i ≤ n   AIV. 1 
nous obtenons alors (n-2) relations de couplage. 
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Mise en place du système de départ. 
 
On ignore dans un premier temps l’existence des relations de couplage. 
 
 
U0 U1 U2 U3    Ui Un Un+1 Un+2      U2n 
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On ne conserve que le système réduit aux inconnues des déplacements. 
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  AIV. 2 
 
Ce système ne tient pas encore compte du couplage des degrés de liberté, il est de la forme : 
[K].q=[F] 
A partir de la relation (AIV.1), on peut écrire : 
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de la forme : q = A.q′ 
d’où A matrice de réduction 
on a alors : qT = q′T.AT
nous appliquons l’expression de l’énergie potentielle totale : 
V=½qT [K].q - qT [F]. 
V=½ q′T.AT [K]. A.q′ - q′T.AT [F]. 
V=½ q′T. [K]′. q′ - q′T. [F]′. 
Avec : [K]′ = AT [K]. A 
 [F]′ = AT [F]. 
le vecteur q′ qui minimise V est tel que : [K]′ . q′= [F]′ 
[K]. A =  
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
+
−
nnnnnn
444444
333333
2
1
nnn
444
333
n
1i
i
1i
4
3
2
1
kckbka
kckbka
kckbka
k00
0k0
000
cba
cba
cba
100
010
001
k00000000
0k0000000
00k000000
000k00000
0000k0000
00000k000
000000k00
0000000k0
000000000
 
[K]′ = AT [K]. A =  =
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
nnnnnn
444444
333333
2
1
ni43
ni43
ni43
kckbka
kckbka
kckbka
k00
0k0
000
cccc100
bbbb010
aaaa001
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[K]′ = 
 
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
++++++++++
++++++++++
+++++++++
n
2
n4
2
43
2
32nnn444333nnn444333
nnn444333n
2
n4
2
43
2
31nnn444333
nnn444333nnn444333n
2
n4
2
43
2
3
kc...kckckkcb...kcbkcbkca...kcakca
kcb...kcbkcbkb...kbkbkkba...kbakba
kca...kcakcakba...kbakbaka...kaka
 
[F]′ = AT [F].=  
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
0
0
F
0
0
0
0
0
0
0
0
F
cccc100
bbbb010
aaaa001
ni43
ni43
ni43
Le système à résoudre devient : [ ]  
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⋅′
0
0
F
u
u
u
K
2
1
0
On en déduit  u0, u1, u2
 
 
 
On a ensuite :      
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
2
1
0
nnn
444
333
n
i
4
3
u
u
u
cba
cba
cba
u
u
u
u
 
Nous obtenons les efforts dans les ressorts par ki.ui = Qi  
La résolution permet d’obtenir h0 qui nous donne directement la raideur axiale Ap* à partir des 
relations donnants Ap et Ap* : 
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Annexe V 
 
MODELISATION DISCRETE DU SYSTEME VIS ECROU : 
APPLICATION AU FILET ISO 
Détermination des dimensions du filet (ISO) 
 
Y2 e 
D
1 = d
1 = d-1.0825p  
D
2 = d
2 = d-0.6495p. 
d
3 = d-1.2268p  
r = 0.1443p 
p pas  
d diam
ètre nom
inal 
Y
2 
v 
P/12
P/
6 
 
Figure A.IV-1 :  Définition de la géométrie des filets (poutre équivalente) pour profil ISO 
• Si on admet que le contact se fait au diamètre théorique moyen  
 
d2  
d3  
h3 
h/2 
h = 0,270625p 
2
p)6495,02268,1(
2
dd
c 32 −=−=  
c = 0,28865 p 
• Si on admet que c’est au milieu du filet de la vis 
4
p2268,1
2
dd
2
h
c 33 =−==  
c = 0,3067 p 
• Si on admet que c’est au milieu de la zone de contact entre les deux filets 
4
p0825,1
4
p2268,1c ==  
c = 0,270625 p 
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Détermination de la section d’encastrement : 
 
Remarque : La zone de raccordement de l’écrou est définie à H/12 par analogie avec le 
raccordement au noyau de la vis. 
 
Y2 é 
Y
2 
v 
p/12
p/
6 
p866,0p
2
3H ==
6
H
12
H  
 
y2v = p - p/6 = 5/6 p = 0,833333p 
Y2e = p - p/12 = 11/12 p = 0,916667p 
Si on admet pour standardiser les calculs que l’effort équivalent est appliqué au diamètre d2 au 
milieu du filet théorique. 
p866,0
3
1p
6
866,0p
2
866,0c v ⋅=−=  
cv = 0,2886667 p 
et p866,0
12
5p
12
866,0p
2
866,0ce ⋅=−=  
ce = 0,36083 p 
notablement différents 
Il sera nécessaire de montrer que le choix du diamètre de contact à peu d’influence sur la raideur 
finale. On a alors y1v = Y1e = p/2 = 0,5p 
 
P 
b 
Y1
x 
c 
Y2x h 
Calcul de la flèche d’un filet : Poutre trapézoïdale 
 
Flexion 
12
bhI;xPM:avecd
EI
M
2
1U
3
fx
2
f =⋅=∫=  
et )YY(
c
xYh 121 −+=  
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on peut donc écrire : 
( ) x3121
22
d
YY
c
xYEb
xP12
2
1U ∫
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −+
=  
et 
( )∫ ⎥⎦⎤⎢⎣⎡ −+
=∂
∂=δ
3
121
x
2
1f
YY
c
xY
dx
Eb
P12
P
U  
Calcul de l’intégrale : 
( )∫ ⎥⎦⎤⎢⎣⎡ −+
3
121
x
2
YY
c
xY
dx  
On pose t = (x/c)(Y2-Y1) + Y1
soit 
12
1
YY
c)Yt(
x −
−=  et  dt
YY
cdx
12 −
=  
on a donc à calculer l’intégrale (variable t) 
( ) ( ) ( ) dtt
)Yt(
YY
cdt
YY
c
tYY
c)Yt(
3
2
1
3
12
3
12
32
12
22
1 ∫ −−=−⋅∫ −
−  
( ) ( ) ( ) )t2
Y
t
Y2
t(ln
YY
cdt)
t
Y
t
Y2
t
1(
YY
cdt
t
YtY2t
YY
c
2
2
11
3
12
3
3
2
1
2
1
3
12
3
3
2
11
2
3
12
3
−+−=∫ +−−=∫
+−
−=  
soit l’intégrale définie en x 
( ) ( ) ( ) ( )
c
0
2
112
2
1
112
1
1123
12
3
YYY
c
x2
Y
YYY
c
x
Y2
YYY
c
xln
YY
c
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−
−
+−
++−−  
2
2
2
1
2
1
2 Y2
Y
Y
Y
2Ylncx −+=  
2
3Yln
2
12Yln0x 11 +=−+=  
soit ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−+− 2
3
Y2
Y
Y
Y
2
Y
Y
ln
YY
c
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
 
Finalement on obtient : 
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−+−=δ 2
3
Y2
Y
Y
Y
2
Y
Y
ln
YY
c
EB
P12
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
1f  
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Cisaillement :
dx
GA
T
2
1U
2
f ∫α=  
αf = 6/5 (section rectangulaire) 
A = aire de la section = bh 
G = module de cisaillement. 
Et ici l’effort tranchant T= P constant tout le long de la poutre. 
( )∫ ⎥⎦⎤⎢⎣⎡ −+
⋅=
121
2
YY
c
xYGb
dxP
5
6
2
1U  
( )∫ −+⋅= 121
2
YY
c
xY
dx
Gb
P
10
6U  
( )∫ −+⋅=∂
∂=∂ c
0
121
2
YY
c
xY
dx
Gb
P
10
12
P
Uf  
calcule de l’intégrale : 
On pose t = (x/c)(Y2-Y1) + Y1
soit 
12
1
YY
c)Yt(
x −
−=  et  dt
YY
cdx
12 −
=  
( ) ( ) ( ) tlnYY
c
tYY
cdt
YY
c
xY
dx
12
c
0 12
c
0
121
−=∫ −=∫ −+
 
ou en fonction de x 
( ) ( ) 1
2
12
1
12
2
12
c
0
121
12 Y
Y
ln
YY
cYln
YY
cYln
YY
cYY
c
xYln
YY
c
−=−−−=⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −+−  
Soit : 
1
2
12
2f Y
Y
ln
YY
c
Gb
P
10
12
−=δ  
flèche totale 
δf = δf1 + δf2  
 
Calcul des flèches pour un filet ISO 
 
On a :  
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( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−+−=δ 1
2
12
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
f Y
Y
ln
YY
c
Gb10
P12
2
3
Y2
Y
Y
Y
2
Y
Y
ln
YY
c
Eb
P12  
de la forme : 
B
Gb
P
10
12A
EB
P12
f +=δ  
Avec les hypothèse précédentes : 
pour la vis pour l’écrou 
cv = 0,2886667 p Ce = 0,36083 p 
Y2v = 0,833334 p Y2e = 0,916667 p 
Y1v = 0,5 p Y1e = 0,5 p 
 
On peut facilement calculer les coefficients sans dimension A et B 
Pour les vis : 
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⋅−+−= 2
3
833334,02
5,0
833334,0
1
5,0
833334,0ln
5,0833334,0
28867,0A
2
2
3
3
v  
[ ] [ ]030833,064948,05,117997,019999,1510826,064948,0A v =−−+=  
Av = 0,020016 
44238,0510826,0
5,0833334,0
28867,0
Y
Y
ln
YY
cB
1
2
12
v =⋅−=⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−=  
Finalement : 
44238,0
dG
P2,1020016,0
dE
P12
22
vISO
⋅π+⋅π=δ  
22
v Gd
P1689767,0
Ed
P0764555,0
ISO
⋅+⋅=δ  
Pour les écrous : 
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⋅−+−= 2
3
916667,02
5,0
916667,0
1
5,0
916667,0ln
5,0916667,0
36083,0A
2
2
3
3
e  
[ ]5,114876,0090909,16061362,06494423,0A v −−+=  
Av = 0,03135831 
5249079,0
5,0
916667,0ln86599,0
Y
Y
ln
YY
cB
1
2
12
e =⋅=⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−=  
Finalement : 
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44238,0
dG
P2,1020016,0
dE
P12
22
eISO
⋅π+⋅π=δ  
22
e Gd
P2005,0
Ed
P1197799,0
ISO
⋅+⋅=δ  
et pour un ensemble filet vis et filet écrou : 
22
f Gd
P369477,0
Ed
P196235,0
ISO
⋅+⋅=δ  
 
On va montrer que dans ce cas les coefficients précédents sont peu sensibles au cercle sur lequel est 
véritablement appliqué l’effort. 
1- soit une variation de ± 20% de cv  
on a alors : 
cv = 0,3464 p Ce = 0,288664 p 
Y2v = 0,833334 p Y2e = 0,916667 p 
Y1v = 0,4 p Y1e = 0,6 p 
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−+−= 2
3
Y2
Y
Y
Y
2
Y
Y
ln
YY
cA
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
v
[ ]5,11152,096,073397,0510817,0A v −−+=
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−+−= 2
3
Y2
Y
Y
Y
2
Y
Y
ln
YY
cA
2
2
2
1
2
1
1
2
3
12
3
e  
[ ]5,1214214,0309,14238,0757477,0A e −−+=
Av = 0,04023706 Ae = 0,01407847 
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−= 1
2
12
v Y
Y
ln
YY
cB  
BBv = 0,79938*0,73397 
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−= 1
2
12
e Y
Y
ln
YY
cB  
BBe = 0,91157*0,4238 
BBv = 0,5867234 BBe = 0,386323 
 
(Av + Ae) *(12/ π) = 0,20747 l’écart relative en comparant à 0,196235 est de l’ordre de 
0,054 << 6% 
(Bv + Be) *(1,2/ π) = 0,3716763 l’écart relative en comparant à 0,369477 est de l’ordre de 
0,006 << 1% négligeable 
Remarque : compte tenu de l’importance relative des deux terme. (E = 205000MPa et G = 
85000Mpa) la variation ne devrait pas excéder 1,5 à 2% à vérifier. Soit pour : 
0,4p < c < 0,6p  Δδf = ± 1,5% 
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Annexe VI 
 
 
MATRICE DE RAIDEUR D’UN SUPER-
ELEMENT "BOULON"CAS PLAN 
 
PRESENTATION DU PROBLEME :PRISE EN COMPTE DE LA RIGIDITE Kθ ENTRE 
L’ECROU ET .LA VIS 
 
  Vis  
2 
 A 
 B 
[Poutre +ressort] 
Condensé  
1 
3 
v1 
θ1 
 Assemblage  Super- élément boulon 
 écrou  
v3 
θ3 
1
2
1
v3 
θ3 
v2 
θ2 
v1 
θ1 
Modèle équivalent  
 
EQUILIBRE DE CETTE STRUCTURE APRES PRISE EN COMPTE DU COUPLAGE V2 
=V1  
 
en posant : 
θθ +=′′ KL
EI4K
L
EI
3  
θθ =′ KKL
EI
3  
 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
==
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
θ
θ
θ
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−
−−−
−′′′−
′−′
−
θθ
θθ
3
3
2
1
1
3
3
2
1
1
22
2
3
M
Y
)0(M
M
Y
v
v
L4L6L20L6
L612L6012
L2L6KKL6
00KK0
L612L6012
L
EI  
 
 
PARTITION DES DEPLACEMENTS ET DES FORCES EN INTERNES/EXTERNES 
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⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡ =
=
⎥⎥
⎥⎥
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⎦
⎤
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⎣
⎡
θ
θ
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⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−
−−−
′′
−
−′−′′
θθ
θθ
3
3
1
1
0
3
3
1
1
2
22
2
3
M
Y
M
Y
)0(M
v
v
L4L60L6L2
L612012L6
00K0K
L612012L6
L2L6KL6K
L
EI
 
interne 
externe 
θ2 v1 v3 θ1 θ3 
 
 
FORME CONDENSEE 
 
jjjj FqK =⋅  avec : 
 
[ ]2
2
2
3
2
3ij
1
ii
T
ijjjjj L2L6KL6K
1
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L6
K
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L
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⎤
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⎣
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⎥⎥
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−
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θ
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( ) ( )( )
( ) ( )
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⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
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⎣
⎡
−
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−
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θ
θ
θθθθ
θ
θ
θ
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322
2
3
2
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L4L12KL2L12
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L2KL6KKL6K
L12L6L6KL6
L
EI
K
1
L4L60L6
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00K0
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L
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on vérifie facilement qu’on retrouve bien la même matrice de raideur que celle établie 
"naturellement" au chapitre IV.2.2.2.1 
i
1
ii
T
ijjj FKKFF ⋅⋅−= −
r
 
 
ici Fi = M2 = 0 car on n’applique pas de couple extérieur au nœud 2 
donc jj FF =  
et la loi de comportement : 
 
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
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⎢
⎣
⎡
=
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Titre: Modélisation des raideurs des assemblages par éléments filetés précontraints. 
 
Résumé : Les travaux de cette thèse consistent à étudier les raideurs des éléments constitutifs des assemblages en 
fonction de tous les paramètres définissant la conception. Cette étude s’appuie sur une modélisation par Eléments 
Finis validée par une expérimentation. Elle permet d’en tirer des modèles de calcul permettant une détermination 
précise et rapide de ces raideurs. Dans la première partie, on montre l’intérêt de calculer avec précision les raideurs 
équivalentes des pièces et des boulons pour le dimensionnement de l’assemblage, une meilleure maîtrise du serrage 
à l’angle ou de la mise en précontrainte par tendeur hydraulique. La connaissance des raideurs est également 
nécessaire pour créer des modèles E.F simplifiés. L’étude critique complète et l’analyse des principales méthodes de 
calcul des raideurs équivalentes qui ont été proposées jusqu’ici, montrent des différences importantes entre les 
formulations proposées. D’où la nécessité de reprendre ces études avec les moyens modernes de simulation. Dans un 
deuxième temps, nous nous intéressons à la justification des méthodes de détermination proposées qui permettent de 
s’affranchir de la mesure des déplacements, principale source d’erreur constatée dans les travaux précédents. Les 
travaux réalisés pour déterminer les raideurs des boulons et des pièces cylindriques en fonction des différents 
paramètres sont alors présentés ainsi que les essais de vissage à l’angle permettant de valider les résultats de très 
nombreuses simulations réalisées. Ces travaux de simulations très importants sont résumés sous forme d’une 
méthode pratique de calcul qui permet la détermination précise des raideurs des boulons et des pièces cylindriques 
dans toutes les situations. Dans une troisième partie, pour compléter l’étude, nous nous sommes intéressé à des cas 
spécifiques de l’assemblage comme celui des pièces prismatiques avec des trous excentrés, et celui de l’empilage de 
deux pièces assemblées. Des solutions originales basées sur la connaissance de la raideur des pièces cylindriques de 
révolution ont été proposées ainsi qu’une étude analytique avancée donnant des résultats satisfaisants dans le cas des 
pièces prismatiques. 
Enfin, la quatrième partie propose une modélisation analytique du système vis écrou permettant d’appréhender la 
répartition des efforts au niveau des filets, de la rigidité en flexion de l’écrou et de la partie en prise de la vis. 
L’ensemble des études réalisées sur les raideurs permet alors de construire des modèles simplifiés équivalents à 
l’ensemble du boulon en éléments finis. 
 
Discipline : Génie Mécanique 
 
Mots-clés : Assemblage boulonné, serrage à l'angle, raideur, vis, écrou, taraudage, pièce assemblée, modélisations, 
éléments finis 
 
 
Title: Investigation of the stiffness of the preloaded bolted joint. 
 
Abstract: Work of this thesis consists of studying the stiffness of the components of the assemblies according to all 
the parameters defining the design. This study is based on a Finite Elements model validated by an experiment. It 
leads to models of calculation allowing a precise and fast determination of these stiffnesses. The first part deals with 
the interest to calculate with precision the equivalent stiffness of the parts and of the bolts for the dimensioning of 
the assembly, for a best tightening angle control or for a best application of the preload by hydraulic tension tool. 
The knowledge of the stiffness is also necessary to create a simplified model F E for the bolt. A critical study and an 
analysis of the principal methods of calculation of the equivalent stiffness proposed up to now show us significant 
differences between the formulations suggested. Consequently, it’s pertinent to make these studies again with the 
modern means of simulation. In the second time, we are interested in the justification of the methods of 
determination which make it possible to avoid the measurement of displacements, principal source of error noted in 
preceding work. So, we give all the results of the bolt’s and the cylindrical part’s stiffnesses according to the various 
parameters. Tests of tightening angle make it possible to validate the results of very many simulations carried out. 
The whole of this very significant work of simulations is summarized in the form of a practical method of 
calculation which allows a precise determination of the bolt’s and the cylindrical part’s stiffnesses in all the 
situations. In a third part, to complete the study, we are interested in the case of the prismatic parts with offset holes 
and of stacking assembled parts. So, we propose an original solutions based on the knowledge of the revolution 
cylindrical part’s stiffness and an advanced analytical study giving satisfactory results in the case of the prismatic 
parts. The fourth part proposes an analytical model of the bolted nut making it possible to determine the distribution 
of the efforts on the thread bolted and the inflection stiffness of the nut and the bolted engaged part. The whole of 
the studies leads us to build equivalent finite element models for the bolt. 
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